al iil‏ الجر الخطي 


كتاب في الجبر يصف بنية الزمر الإبدالية والأشكال القانونية 
للمصفوفات من خلال دراسة الحلقات والحلقيات 
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حَكّمت هذاالكتاب لجنة متخصصة شكلها المجلس العلمي 
dull‏ وقد وافق على نشره بعد اطلاعه على تقارير المحكمين 
في اجتماعه الثالث والعشرين للعام الدراسي PVENV/NENS‏ 
المعقود فى eA SAO /5/١١ قفاوملاه١ 51/١/١7‏ 
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i u Hiie]: 

EAIA ANEY" النشر العلمي والمطابع‎ LC 
1 sa 


مقدمة المترجمين 


لعل من أسس العمل الأكاديمي الرجوع إلى المصادر الرئيسة في الاختصاصات 
المختلفة والترجمة أحد مصادر الاتصال الحضاري بين الأم وتداخل حضاراتها. 

لاشك أن الأساتذة الزملاء والدارسين». يستشعرون النقص الذي تعانيه المكتبة 
العربية فى حقول الرياضيات المختلفة؛ سواء من الكتب المؤلفة أو المترجمة. ونرجو 
أن يكون في تبريسا المتواضحة هذه بعضن ما يفيد في إثراء الكتبة العتربية في Jam‏ 
الرياضيات . l l‏ 

لعل قيامنا بتدريس ال جبر الخطي ونظريتي الزمر والحلقات» قد ولَّد لدينا الرغبة 
بضرورة أن يتوافر للدارس العربي» ما يمكن أن يعينه في فهم هذه الموضوعات الجوهرية 
في الرياضيات . كما كان اتصالنا بمادة الكتاب من خلال تدريسناء حافزًا لتقديمه إلى 
قراء العربية. كما يجد القارئ فى مقدمة المؤلفين الأسباب الأخرى التى دعتنا لترجمة 
هذا OLS‏ 1 1 

أيها القارئ الكريم » إن إحدى المصاعب في الترجمة إلى اللغة العربية هي 
اختلاف المصطلحات من بلد عربي إلى آخر» وللتوحيد - قدر الإمكان في هذا المجال 
- كان مرجعنا ما اتفق عليه مكتب تنسيق التعريب في الرباط التابع للمنظمة العربية 
للثقافة والتربية والعلوم» ومعجم الرياضيات الذي أصدرته» مشكورة» مؤسسة 
الكويت للتقدم العلمي . 


و sol!‏ والحلقيات والجبر الخطي 


وأخيرا يسرنا أن نوجه الشكر مركز الترجمة في جامعة الملك سعود على تبنيه 
قضية تعريب التعليم الجامعي e‏ وموافقته على نشر الكتاب كما نخص بالشكر والعرفان 
جامعة الملك سعود على تشجيعها وتبنيها نشر هذا الكتاب راجين من الله العلى القدير 
أن ينفع بهذا المطبوع ويحسن القصد والعاقبة وآخر دعوانا أن الحمد لله رب العالمين. 

وفي الختام نستميح القارئ ede‏ إذا صادف بعض الهفوات والأخطاء الطباعية 
التي لا تخفى عليه . 


اعتمد هذا الكتاب على مجموعة محاضرات أعطيت لطلبة البكالوريوس فى 
الرياضيات فى بداية المستوى الثاني في جامعة وارك (Warwick)‏ فى بریطانیا . لقد 
أكبل الطاب sto‏ ع لارا مقر زفي الس الو اشرات أك jer lag‏ القدريت 
وبعض البنى الأساسية التي أصبحت OV‏ مألوفة لمعظم الطلاب عند انتهاء حياتهم 
المدرسية» ومقررًا في الجبر ا لخطي . لذلك نفترض أن للطالب خلفية جيدة عن لغة 
المجموعاتء العمليات» التطبيقات وكذلك معرفة لا بأس بها بالفضاءات المتجهةء 
التحويلات الخطية والمصفوفات. 

لقد حاولنا خدمة جمهور واسع من طلاب الرياضيات في المرحلة الجامعية من 
خلال إعداد OLS‏ مقروء» متع » ويعطي في الوقت نفسه وصقًا دقيقًا عن كيفية تقديم 
فكرة جبرية أساسية معيئة وتطويرها واستخدامها في حل بعض المسائل الجبرية الملموسة 
ومن بينها ما يلي : 
(i)‏ كيف يتم تصنيف الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا؟ 
(ب) كيف نختار ULL‏ لفضاء متجه tp‏ نهائيًا بحيث تكون مصفوفة تحويل خطي 
معين من الفضاء المتجه إلى نفسه» بالنسبة إلى الأساس المختار» ذات شكل مناسب 
يكن التعامل معه بسهولة؟ 


€ الحلقات؛: الحلقيات والجبر الخطي 


إن مفهوم LAL‏ على حلقة» أساسي وهو فكرة لها أهمية مركزية في الجبر 
الحديث» وتجمع تحت نفس السقف كثيرًا من الأفكار المألوفة التي تبدو عند النظرة 
الأولى وكأنها غير مرتبطة . عندما نختار نوع الحلقة المستخدمة» ونضع بعض القيود 
عليهاء يمكن تطوير بنية كاملة لحلقيات مأخوذة على هذه الحلقة . سندعم النظرية 
العامة ببعض الحالات الخاصة التي يكن التوسع في دراستها حتى تستخدم في 
التطبيقات . 

شمل الكتاب ثلاثة أجزاء . يختص الجزء الأول بتعريف المفاهيم والمصطلحات 
وتجميع الأفكار الأساسية» وتطوير نظرية التحليل إلى عوامل في حلقة تامة رئيسة 
سنحتاج إليها لاحقا. ويتعامل الجزء الثاني مع مبرهنات التفريق الأساسية التي تصف 
بنية الحلقيات المولدة نهائيًا على حلقة تامة رئيسة. ويغطى الجزء الثالث - ويمكن 
اعتباره أهم الأجزاء - تطبيقات لهذه المبرهنات . te‏ ولاه سل sa EE‏ 
تحت سقف تغيير الأساس» التحويلات الخطية من فضاء متجه إلى نفسه . ويتضح أن 
هذه المسألة مكافئة لإيجاد الأشكال القانونية للمصفوفات تحت تأثير التشابه» وبصفة 
خاصة شكل جوردان القانوني . هذه مسألة ذات أهمية كبيرة» وبالإضافة إلى ذلك» 
فهي تستخدم بشكل متكرر في كثير من الموضوعات الرياضية من المعادلات التفاضلية 
إلى الهندسة الإسقاطية . تزودنا لغة نظرية الحلقيات بمفهوم بسيط ورائع JSS‏ جوردان 
القانوني» وتزداد أهمية هذه اللغة في الرياضيات ؛ لذلك يجب تقديمها في مرحلة 
مبكرة خاصة أنها تمثل في صيغتها البدائية نظرية الفضاءات المتجهة على حلقة عامة 
بدلا من حقل» ولذلك فإن مكانها الطبيعي يكون في «مقرر ثان في الجبر الخطي». إن 
ا لجزئين الثانى والثالث يؤديان دورين مكملين لبعضهما؛ حيث تظهر النظرية العامة 
وحدة المفاهيم في الجزء الثاني» وبساطة التطبيقات في الجزء الثالث» كما نلاحظ في 
الوقت نفسه أن التطبيقات في الجزء الثالث تزودنا بمبرر قوي للنظرية العامة وأساس 
راسخ وملموس لها. للحصول على معلومات إضافية عن تنظيم الكتاب يمكن للقارئ 
أن يرجع إلى مخطط انسياب الكتاب . 


تنظيم الموضوعات 


إلى طريق بديل لا يستمر إلى الموضوعين المذكورين أسفل المخطط . 


أساسيات الحلقات 
الفصرل TS‏ 


نظرية التحليل 
حلفة إفليدية = حلفة تامة رليمة = حلقة تليل وحيد 


4 jail 


حلقة تامة yy‏ 


1 
a 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 


مبرهنات حول بنى الحلقيات على حلقة عبرهنات حول بنى الحلقيات على iile‏ تامة 
تامة رئيسة - باستخدام طرق لا لعحمد LY,‏ - باستخدام طرق المصفرفات . 
على المصفرقات . الفصل ٠‏ الفصلان V‏ ۸ 
Se gr 1‏ 
1 < 
a 1‏ ت 5 
الأشكال القانرنية للتحويلات الخطية وللمصفرفات تصنيف الزمر الإبدالية المولدة ye‏ 
القصل ١١‏ الفصل ٠١‏ اللنود ۴-١‏ 


حساب الأشكال اتقانوية مولدات الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا رعلاقاتها 
القصل ٠۲‏ الفصل o tagets‏ 


b 


Ss‏ الحلقات؛ الحلقيات والجبر الخطي 
ملاحظات للقارئ 

od), -١‏ التعاريف. والمأخوذاتء والمبرهنات» . . . الخ» تعاقبيًا بأرقام 
من الشكل (م - ن) حيث يرمز م لرقم الفصل و ن للموضع ضمن الفصل . 
اليمنى للصفحة» ويبدأ الترقيم بالفصل . 

- ذُيّل كل فصل بتمارين» وتدل علامة النجمة على التمارين الأصعب . 


مقدمة المترجمين 
مقدمةالمؤلفين 


الجزء الأول : الحلقات والحلقيات 

الفصل الأول: الحلقات - تعاريف وأمثلة 

١‏ - تعريف الحلقة 

Y‏ - بعض الأمثلة على الحلقات 

٠“‏ - بعض الأنواع الخاصة من الحلقات 
الفصل الثاني: الحلقات الجزئية » التشاكلات SUL,‏ 

-١‏ الحلقات الجزئية 

: asia = Y 

٣۳‏ - بعض خواص الحلقات الجزئية والمغاليات 
الفصل الثالث: sly‏ حلقات جديدة 

١‏ - المجموع المباشر 

-Y‏ حلقات كثيرات الحدود 

-Y‏ حلقات المصفوفات 


۰۲ 
yey 


وناك 
\\o‏ 
1۱1۸ 


۱۳۱ 
Wy 
1 
١.0 
yéy 
\o)\ 
yor 
\ov 


الحلقات: الحلقيات والجبر الخطي 
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الفصل الرابع: التحليل في الحلقات التامة 


ت الحلقات التامة. : y‏ 
Y‏ - القواسم» pols‏ الوحدة» Few‏ 
-Y‏ حلقات التحليل الوحيد 


٤‏ - الحلقات التامة الرئيسة والحلقات الإقليدية 
0 - تفاصيل أكثر عن الحلقات الإقليدية 


الفصل الخامس: الحلقيات 


آ د کمرف TEE PT‏ 
إت اقات اة 
¥- التشاكلات وحلقيات القسمة ... 
٤‏ - المجموع المباشر للحلقيات 


الفصل السادس: بعض أنواع OLA‏ الخاصة 


١‏ - تفاصيل أكثر عن الحلقيات المولدة نهائياً 
-Y‏ حلقيات الفتل 


Sola -Y 


الجزء الثاني: التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


الفصل السابع: الخلقيات الجزئية من الحلقيات BI‏ 


“=f‏ منهاج الفصل 

- الخلقيات SLI‏ - الأساسات » التشاكلات الداخلية والمصفوفات 
-Y‏ صياغة مصفوفية للمبرهنة (\-V)‏ 

٤‏ - العمليات الضفية الإبتدائية والعمليات العمودية الإبتدائية 

ه - برهان )٠١-1/(‏ فى حالة الحلقات الإقليدية 

وس ااا 

y‏ = العوامل اللامتغيرة 

-A‏ انام ةوقال محلو 


AV 
\ay 


Yey 
1۰0 
Yey 
1۰ 
Y\o 


yyy 
TYO 
YYA 
Yo 
Ys 
Yer 


Yoq 
ru 
YNE 


المحتويات 


الفصل الثامن: مبرهنات التفريق 
١‏ دا L‏ ال كس 
Y‏ - وعمنذانية التفريق... 
> التفريق الأولي لحلقية 

(Ci gall glo ast ان9‎ ll oka ا‎ 
59 وجودالتفريقات‎ -١ 
Surnia ليان‎ ght الوحدانية‎ - ۲ 


الجزء الثالث : تطبيقات على الزمر والمصفوفات 

الفصل العاشر: الزمر الإبدالية المولدة نهائيا 

Z الحلقيات على‎ -١ 

۲ - تصنيف الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا 

۳ - الزمر الإبدالية المنتهية 

l والعلاقات‎ — ٤ 

0 - حساب اللامتغير اکس الاه 
الفصل الحادي عشر: التحويلات الخطيةء المصفوفات والأشكال القانونية 

١‏ - المصفوفات والتحويلات الخطية 

Y‏ - الفضاءات الحزئية اللامتغيرة 

K[x] كحلقية على‎ ۷ -Y 

٤‏ - المصفوفات الخاصة بالتحويلات الخطية الدوروية 

0 - الأشكال القانونية 

3- ع اله نكسو errs‏ 
الفصل الثاني عشر: حساب الأشكال القانونية 

=A‏ الصياظة ا اة 

Esl, -Y 


۳ - الشكل القانوني النسبي 


Fay‏ الحلقات. الحلقيات والجبر الخطي 


5 - الأشكال النسبية الأولية والأشكال القانونية الجوردانية .. 


الراجع on‏ 00 
ثبت المصطلحات 
(عربي - إنجليزي) ve‏ 
(إنجليزي - عربي) 
كشاف الموضوعات 


الجزء الأول 


الخلفات وآ للتار 


© الحلقات - تعاريف وأمثلة 

© الحلقات الحزئية» التشاكلات والمثاليات 
© بناء حلقات جديدة 

© التحليل في الحلقات التامة 
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OSS) g) 


dita lg العلقات - اريف‎ 


١‏ - تعريف الحلقة 

تعتبر الحلقة موضوعا طبيعيا للدراسة؛ لأنها تدخل في كثير من التخصصات 
الرياضية المهمة والمتنوعة وسيتضح ذلك من الأمثلة التي سنقدمها . 

تعتبر مجموعة الأعداد الصحيحة Lad gt L‏ تعرف على أساسه الحلقة. لذلك 
نجد أن الشروط التى تدخل فى تعريف ا حلقة مستنبطة من بعض الصفات المهمة لمجموعة 
الأعداد الصحيحة التي ستظهر بشكل متكرر كمصدر للإلهام والأمثلة عن الحلقات. 
الحلقة oR‏ مثل الأعداد الصحيحة» مجموعة مع عمليتين ثنائيتين» تسميان عادة الجمع 
(addition)‏ (ويرمز له بالرمز +( والضرب (multiplication)‏ (ويرمز له OL‏ تكتب 
العناصر جنب بعضها) . تشكل R‏ حلقة إذا كانت زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع » 
وشبه زمرة بالنسبة لعملية الضرب . وتحقق العمليتان قوانين التوزيع التي تربط بينهما. 

لن sis 5s p51‏ أل أن العبلية LM‏ على مجمبوعة 5 هى تطبيق t‏ 
88 يف ISX 8 [kee‏ الديكارتى syns SSI‏ أي Sx Soi‏ هي 
مجموعة ككل الأزواج المرتبة (3 (a,‏ حيث5 a,b E‏ ستكتب tale‏ صورة الزوج 
المرتب (a, b)‏ تحت تأثير لإ بالشكل ط * » حيث * الرمز المناسب للعملية الثنائية . يلاحظ 
أن الترتيب مهم ؛ حيث إنه قد يكون 4*7 و4 * 6 عنصرين مختلفين في 8 . وفي 
حالة كون ۾ *ط -5 * 4 لكل b eS‏ ,4 فإن العملية * تسمى إبدالية (commutative)‏ . 
بنفس الروح يسمى غالبا أي تطبيق من 5 إلى نفسها عملية أحادية (unary operation)‏ . 


y 


٤‏ الحلقات والحلقيات 


)1-1( تعاريف 
)1( شبه الزمرة (semigroup)‏ هي مجموعة غير خالية S‏ مع عملية ثنائية 
# تحقق خاصة التجميع» أي أن : 
a x* (b * c) = (a * b) *% Cc‏ 


.a,b,cES JS 


(ب) الزمرة (group)‏ هي مجموعة غير خالية © مع عملية ثناثية # وأخرى 
أحادية × + × وتحتوي ا مجموعة 6 على عنصر مختار ٤‏ بحيث : 
(i)‏ تشكل © شبه زمرة بالنسبة إلى * 
ake=e#a=a_ (ii)‏ لكل 6 € ۾ 
ax*a@=a*a=e (iii)‏ لكل aeG‏ 

يسمى العنصر e‏ العنصر !+4 (identity element)‏ أو (neutral element)‏ 
Gop‏ ويسمى 7 -(inverse) ay Soe‏ يعتبر استخدام pay‏ الضرب أو رمز الجمع 
للزمر ممارسة ثابتة» وعندئذ يستخدم 42 بدلا من 7 » ويكتب Bole‏ 1 بدلا من © في 
حالة استخدام رمز الضرب: بينما يستخدم 4- بدلا من 7 ويكتب 0 بدلا من © في 
حالة استخدام رمز الجمع . ويستخدم عادة (وليس دائما) رمز الجمع في حالة كون 
العملية الثنائية المعرفة على الزمرة إبدالية. وتسمى الزمرالإبدالية عادة بالزمر 
«الآبيلية» تشريفا للرياضي النرويجيى المتميز ن . آبل -١87( (N.H. Abel)‏ 
4 م) الذي درس Line‏ من المعادلات الجبرية التي لها علاقة بالزمر الإبدالية . تتذكر 
من المعلومات الأولية عن الزمر أن العنصر المحايد وحيد وكذلك المعكوس . 


(ج) : الخلقة (ring)‏ هي مجموعة غير خالية امع عمليتين ثنائيتين مربوطتين 
بقوانين التوزيع؛ بحيث تشكل ۸ زمرة إبدالية بالنسبة للعملية الثنائية الأولى 
(كاصطلاح تسمى ا جمع» ويرمز لها بالرمز +) كما تشكل R‏ شبه زمرة بالنسبة 
للعملية الثنائية الأخرى (تسمى الضرب » ويرمز لها بأن تكتب العناصر جوار بعضها) . 
تربط قوانين التوزيع من اليسار ومن اليمين هاتين العمليتين كما يلي : 


الحلقات - تعاريف وأمثلة 0 


a(b+c)=ab+ac 
(a+ b)c = ac + be 
. قد يجد القارئ أنه من الأنسب هنا أن يكتب شر وط ا حلقة بالتقصيل‎ . 6, b,c ٤ RIS 
من الواضح أن الأعداد الصحيحة (التي سبق أن رمز لها بالرمز 7) مع عمليتي‎ 
الجمع العادي والضرب العادي تحقق شروط الحلقة . يلاحظ - لحسن الحظ - أن شروط‎ 
»٠تاقلحلا 1؛ حيث لو حدث ذلك لوصلنا إلى طريق مسدود في «نظرية‎ jad Y الحلقة‎ 
وهذا لا يقلل من أهمية دراسة الأعداد الصحيحة» ولكن يؤكد فقط أن الحلقة مفهوم‎ 
له مجالات واسعة وأنها تتجلى في مظاهر كثيرة» وتتضمن حالات مختلفة. لكي‎ 
نشير إلى أن ضربها‎ OL نوضح أن حلقة الأعداد الصحيحة حالة خاصة من بين‎ 
إبدالي» وأنها مرتبة وقابلة للعد؛ ولها محايد ضربي ولها تحليل ذو ميزات جيدة‎ 
ولم نشر إلى كل هذه الخواص في تعريف الحلقة . ستوضح الأمثلة التالية أن تعريف‎ 
. الحلقة كان باعثا على تكوين تشكيلة متنوعة من البنى الجبرية‎ 


؟- بعض الأمثلة على الحلقات 

لكي نفهم نظرية رياضية عامة » من المهم أن نجربها على بعض الأمثلة الملموسة» 
وإن أمكن المألوفة» حيث لا تتضح أهمية النظرية على الأغلب إلا بعد معرفة تطبيقاتها 
على بعض حالات الخاصة أو الأمثلة البسيطة. وهذا يبين قيمة وجود أمثلة متنوعة 
عن البنية الجبرية التي نقوم بدراستها. ما المقومات CAV‏ لفهم برهان ما ؟ يلاحظ أن 
منطوق المبرهئة يحتوي على مجموعة من المعطيات يتبعها بعض النتائج» وأحد الأنشطة 
الفعالة للطالب هو أن يخوض في تفاصيل البرهان» ويعين بدقة أين استخدمت كل 
فرضية» ثم يسأل هل تبقى المبرهنة صحيحة تحت شروط أقل ؟ وقد يتطلب ذلك منه 
إعطاء أمثلة مناقضة لإثبات أن المبرهنة لن تبق صحيحة تحت فرضيات أضعف . وهكذا 
فإن وجود قائمة من الأمثلة الذهنية مفيد مرة أخرى . لذلك نؤكد أهمية الأمثلة في هذا 
الكتاب . سنبدأ بإعطاء قائمة قصيرة من أمثلة الحلقات التي سنرجع إليها بشكل متكرر . 
سنتعلم في البابين القادمين طرقا عامة في بناء حلقات جديدة من حلقات Bans‏ 


1 الحلقات والحلقيات 


مغال حلقة )1( 
إذا كان 7 > on‏ فإن المجموعة AI‏ 45 
n}‏ يقسم nh. = {a € 7 : a‏ 
من مجموعة الأعداد الصحيحة» مغلقة تحت تأثير الجمع و الضرب. من الواضح 
أنها تحقق شروط ال حلقة» وبالتالي فهي نفسها حلقة . 


مثال حلقة (Y)‏ 

نفرض أن عدد صحيح موجب ثابت ولنعرف على 4 علاقة التكافؤ - كما يلي : 

-n يقبل القسمة على‎ © - b إذاء وفقط إذا كان‎ a~ b 

يرمز لفصل التكافؤ الذي يحوي » Lala‏ يمكن إثبات أن [1-] ,....[1] ,[0] هي كل 
فصول تكافؤ العلاقة -. أي أنه لا يوجد تكافؤ بين عنصرين مختلفين من المجموعة 
(7-1 ,... ,1 ,0( وكل عدد صحيح يكافئ أحد عناصر هذه المجموعة . تسمى فصول 
التكافؤ المذكورة آنفا بفصول التطابق قياس (congruence classes modulo n) n‏ أو 
فصول الرواسب قياس «(residue classes modulo n) n‏ ويرمز لمجموعة فصول 
التطابق قياس ١‏ بالرمز ,1. سيتضح أنه لو Lips‏ جمع فصول التطابق وضربها 
اعتمادا على csi) Yared‏ أن [a] + [b] = [a + b]‏ و ob :)]4[]5[ = [ab]‏ هاتين 
العمليتين تكونان معرفتين جيدا وتحولان المجموعة ,7 إلى حلقةء وهذه الحلقة بها 
عدد منته من العناصر هو :7. سنثبت ذلك بالتفصيل فى الفصل الثاني فى الجزء الخاص 
بحلقات القسمة. قديرغب القارئ في التعرف أكثر على هذه ال حلقات بكتابة جدولي 
جمع وضرب عناصر .7 مثلاء ويقنع نفسه بتحقيقها شروط ا حلقة . نلاحظ مثلا في 
,أن ]2[ = ([8] =) ]5[ + ]3[ وأن ]3[ = ([15] =( [5] [3]. 


مثال حلقة (۳) 
نستطيع أن نجعل أي زمرة إبدالية A‏ حلقة بتعريف 0 - eb‏ لکل ع a,b‏ 
4. ستترك التأكذ من كون 4 تحقق شروط الحلقة كتمرين. 


الحلقات - تعاريف وأمثلة y‏ 


مثال حلقة )£( 

مجموعة الأعداد المركبة © تشكل حلقة بالنسبة إلى عمليتي الجمع العادي 
والضرب العادي . وفي الحقيقة إنها حلقة إبدالية (الضرب إبدالي)» بل وأكثر من 
ذلك يوجد لها محايد ضربي» كما يمكن القسمة على عناصر غير صفرية . يمكن التحقق 
بسهولة من OS‏ المجموعتين الجزئيتين R‏ و 0 من © واللتين ترمزان على الترتيب إلى 
الأعداد الحقيقية والأعداد النسبية» تشكلان حلقتين تحت تأثير عمليتي الجمع العادي 
والضرب العادي. 


(©) حلقة‎ Jt 
: © لنعتبر المجموعة الحزئية التالية من‎ 
J={atib:a,beT} 
يكن سهولة إثبات أت اياك ابع والضرب: والظرج العاديةحمليات ذا‎ 
حلقة اعداد جاوس‎ J تحقق شروط الحلقة. تسمى‎ J في / ويتبع ذلك مباشرة أن‎ 


. (ring of Gaussian integers) 


مغال حلقة )1( 

لمجموعة معطاة ×ء نفرض أن P(X)‏ مجموعة كل المجموعات الجزئية من X‏ 
(مشتملة على × نفسها وعلى المجموعة الخالية 4). تسمى P(X)‏ مجموعة القوة 
(power set)‏ للمجموعة ×. إذا كانت X‏ منتهية ولها ۸ من العناصرء فإن P(X)‏ لها 
”2 من العناصر» لأنه عند تكوين مجموعة جزئية من OBX‏ أي عنصر من × يعطي 
إمكانيتين على حسب وجود العنصر في المجموعة الجزئية أو وجوده خارجها. وعليه 
فإن العدد الكلى للمجموعات الجزئية هو”2. من المدهش نوعا ما أنه يمكن دائما أن 
تحطى بنية ALL‏ لمججرعة al ad IL a yall‏ لكل POX)‏ 8ء تعرف: 

A+B = (AU BNA NB) «اتحاد منفصل»‎ 

AB=ANB 

حيث يرمز NOD‏ المجموعة التي تحوي العناصر التي تنتمي إلى © ولا تنتمي إلى 
olia .D‏ التعريفان يحققان شروط ال حلقة . مثال ذلك : 


A‏ الحلقات والحلقيات 


A+ p= (A U NAN) = Ap = A = p+ A 
لذلك فإن ف المحايد الجمعى أو الصفر. أيضا:‎ 
A+A=(AUANANA)=AM = ف‎ 
هو معكوس نفسه الجمعي. أي أن 4 = 4 . سنترك التأكد من تحقق باقي‎ A لذلك فإن‎ 
شروط الحلقة كتمرين. بعض هذه الشروط واضح وبعضها يحتاج إلى تفكير بسيط‎ 
:(Venn diagrams) وضوحا باستخدام أشكال فن‎ AST ولكنها تبدو للعيان‎ 


q 


A+B AB 


لاحظ أنه عندما يكون الضرب إبداليا كما في هذه ا حالة فإن أحد قانوني التوزيع يؤدي 
إلى الآخرء لذلك يكتفى بالتأكد من أحدهما. 


(V) حلقة‎ Jta 
. ۸ مجموعة كل المصفوفات المربعة من النوع على الحقل‎ M (K) نفرض أن‎ 
. هو حقل الأعداد الحقيقية إذا رغب‎ K يستطيع القارئ أن يتصور أن‎ 
B=(b;j) إذا كان (ريه) -4 و‎ -M (K)o لنتذكر عمليتي الجمع والضرب‎ 
ob M (Ko عنصرين‎ 
A+B=(a;;+b;;) 


AB =(c;;) 


3 


حيث cij= TLS,‏ 
يلاحظ أن M (K)‏ تشكل حلقة بالنسبة لهاتين العمليتين. وترتبط هذه الحلقة بشكل 
أساسي بحلقة أخرى» من المحتمل أن يكون القارئ قد تعرف عليهاء وهي حلقة 


الحلقات - تعاريف وأمثلة 4 


التحويلات الخطية لفضاء متجه على × ذي بعد en‏ وسندرس هذه العلاقة بتفصيل 
أكثر لاحقا. إذا كان 1 op o>‏ هذه الحلقة غير إبدالية وبهذا فهى تختلف عن الأمثلة 
السابقة . يستطيع القارئ أن يلاحظ ذلك باعتبار المصفوفتين : 


8 o 8] 


أو مصفوفات أخرى شبيهة لهما. 
Jt‏ حلقة (A)‏ 


لكل مجموعة × (حتى ولو كانت خالية وتستطيع استبعادها ]13 رأيت ذلك) 
تشكل مجموعة كل التطبيقات ۸ د × : f‏ حلقة بالنسبة للعمليتين المعرفتين هكذا : 
(f + 8) (x) = f(x) + g(x)‏ 
(fg) @) = FO) g)‏ 
يسمى هذا أحيانا التعريف النقطي (pointwise definition)‏ للجمع 6S pally‏ وهو 
يستخدم بنية الحلقة R‏ في إعطاء بنية الحلقة لمجموعة التطبيقات . سنترك للقارئ 
التفاصيل (والتعميم ؟) . إذا كانت × هي R‏ فإن حلقات أخرى يكن الحصول عليها 
بهذه الكيفية ؛ فعلى سبيل المثال» تشكل مجموعة الدوال المستمرة من 8 إلى ۸ 
ومجموعة الدوال القابلة للتفاضل من 8 إلى ۸ . . . الخ كلها حلقات بالنسبة للعمليتين 
النقطيتين المشار إليهما سايقا . 


(4) حلقة‎ Ji 
. معرفة كما يلي‎ MC) من‎ pole k «jci لتكن 1ل‎ 


oe ا‎ g 


نلاحظ أنه يمكن إساءة استخدام الرموز باستعمال رمز واحد للإشارة إلى 
حاجتين مختلفتين» فعلى سبيل المثال يرمز 1 إلى العدد المركب 1 كما يرمز إلى المصفوفة 
المحايدة من النوع 2 »2 على OC‏ بالرغم من أنه يمكن استخدام طابعتين للتمييز بينهما . 


٠‏ الحلقات والحلقيات 


هذه الممارسة غير المناسبة ضرورية دائما في الرياضيات إذا أريد تجنب الانغماس في 
فوضى الرموزء ولكن من الضروري أن يلاخظ ذلك عندما يحدث . l‏ 

نفرض Vol‏ هي مجموعة كل العناصر من SIMO)‏ على الصيغة : 
x=al+bi+cj+dk (1)‏ 
حيث R‏ > 4 ,© ,5 ,4 . وعليه فالصيغة العامة لعنصر من ۷ هي : 

a+bi c+di 
nr | 

حيث ER‏ 4 , ,5 ,4 . يمكن التحقق مباشرة أن ضرب المصفوفات i, j, k‏ ,ايكون 
حسب مايلى : 
P=f=k=-1 , ij=-ji=k 1 (2)‏ 
ومعادلتين مشابهتين ij= -ji = kJ‏ نحصل عليهما sjiek Sul‏ 1 دورويا. 

يمكن باستخدام قوانين المصفوفات أن نثبت أن مجموع وحاصل ضرب أي 
عنصرين من ۷ ينتميان لهاء وأنه إذا كان ۷ E‏ × فإن × كذلك . لذلك فإن عمليتي 
الحلقة M (C)‏ تعينان عمليتين مناظرتين على ۷ . وبذلك فإن شروط الحلقة تتحقق 
على V‏ وبالتالي Vol‏ حلقة جزئية (Subring)‏ من M (C)‏ وسنقدم مفهوم الحلقة 
الجزئية بدقة لاحقا. تسمى V‏ حلقة المرباعيات (ring of quaternions)‏ . 

إذا كانت × كما فی (1)» فإننا نعرف E‏ نعرف كما يلى : 

1 x =al- -اط‎ cj - dk 1 

تسى * المرباع المرافق -x J (conjugate)‏ يستطيع القارئ» يحساب XX‏ 
باستخدام العلاقات في (2). أن يتحقق من أن كل مصفوفة غير صفرية في ۷ تكون 
غير شاذة ومعكوسها في ۷ . في الحقيقة إذا كانت × لا تساوي صفراء فإن : 

عم د 1× 

حيث ۸ هو العدد ال حقيقي (abed)‏ . لذلك فإن القسمة على عناصر غير 
صفرية ممكنة دائما فى /1. ومن ناحية أخرى فإن الضرب فى ۷ غير إبدالىء كما 
يلاحظ ذلك في العلاقات )2( . لذلك يمكن أن يقال بشكل aletu xple‏ 
هي أسوأ بدرجة ما من حلقة الأعداد المركبة . ويلاحظ أن ۷ تحوي عدة مجموعات 


الحلقات - تعاريف وأمثلة 1١١‏ 


جزئية تشابه C‏ مثل {al + bi}‏ و bj}‏ +41) . . . الخ . ستسمح لنا فكرة التماثل لاحقا 
بأنانكوق أكترؤقة: 


مثال حلقة )+ \( 

نفرض أن 4 زمرة جمعية إبدالية إختيارية . نقول عن تشاكل (homomorphism)‏ 
من JIA‏ نفسها بأنه تشاكل داخلي (endomorphism)‏ أي أن 4 ج 4 :» تطبيق 
يحقق aa) + a(b)b p25)‏ = (ط+4) . يكن أن تعطى مجموعة كل التشاكلات 
الداخلية End A‏ للزمرة 4 بنية الحلقة بطريقة طبيعية بتعريف الجمع والضرب كما يلي : 

(a+ B)(a) = ala) + (a) 
CaP) (a) = a Bla)) 

لكل 4 ء ۾ ولكل B e End A‏ ,» . لذلك فإن تعريف الجمع هو نقطي » والضرب 
هو تركيب تطبيقات . يجب على القارئ أن يقنع نفسه أن ذلك يجعل EndA‏ حلقة . 
نشير إلى أن الخطوة الأولى لمعرفة أن حواصل جمع التشاكلات الداخلية وضربها تمثل 
تشاكلات داخلية هى التأكد من أن التعاريف السابقة تعطى عمليات ثنائية على 
.EndA‏ و ينظ OT‏ كرة رة إبداليةء هو Gl‏ يضمن لف ينمالا رة ذلك 
صحيحا في الزمر بصفة عامة . 


بعض «اللاأمثلة» 
قد يكون تمرينا مفيدا أن يدرس لاذا لا تحقق بعض الحالات المرشحة لتكوين 

حلقة شروط الحلقة؟ نترك للقارئ أن يعرف BU‏ لا تحقق المجموعات التالية (مع 

عمليات ثنائية واضحة) شروط الحلقة . 

)1( مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة . 

(ب) مجموعة الأعداد النسبية التى لا يقبل مقامها القسمة على 4 . 

(ج) المجموعة الجزثية من My MO‏ تحوي المضفوفات التى تكون عناضر قطرها 
أصفارا . 1 1 

)>( مجموعة القوة P(X)‏ لمجموعة غير KAI‏ حيث يعاد تعريف الجمع كما 
ag‏ 


yy‏ الحلقات والحلقيات 


A+B=AUB 
. أما الضرب فنفس تعريفه سابقا‎ 
. € على‎ ) < ( "Xx ۸ (ه) مجموعة المصفوفات من النوع‎ 
(cross product) (و) مجموعةالمتجهات ذات البعد 3مع استتخدام الجداء التصالبي‎ 
. كعملية ضرب‎ 


۳ - بعض الأنواع الخاصة من الحلقات 
لقد سبق أن لاحظنا من قائمة الأمثلة» أن الحلقات التى تصادفنا فى حياتنا 
teal gl‏ سا حدق شروطا آخرى LAV‏ إلى شرو الخلقة. لهذا السب انه 
من المفيد أن نميز هذه الأنواع الخاصة والمهمة من الحلقات ونعطيها أسماء» ولكن قبل 
ذلك سنحصل على بعض النتائج الأولية المستخلصة من تعريف الحلقة والتي غالبا ما 
نحتاج إليها . 


(5-1) مأخوذة 
إذا كانت ۸ حلقة» فإن 
(i) rO=0r=0‏ 
(ii) Crs =r(-s) =-(rs)‏ 
(iii) (-r)\(-s) = rs‏ 
لحل HSER‏ 


البرههان 
(i)‏ لا كان 0 هو المحايد الجمعىء فإن 0 = 0 + 0 وبالتالى 0 = (0 + 7)0. 
باستخدام قانون التوزيع نحصل على 0/ = rO + rO‏ لذلك 0 +0م - rO‏ + 70 . جيب 
قانون الاختصار Gill)‏ يصح في أية زمرة) نحصل على 0 - Or=0 JAL r0‏ 
(ii)‏ نلاحظ أن 0 = () r+‏ وباستخدام (i)‏ وقانون التوزيع نحصل على 
(r+(-r))s=0s=0‏ وبالتالي rs + ((r)s)=0‏ لكون )75(- هو المعكوس الجمعي 


الحلقات - تعاريف وأمثلة ۳ 


للعنصر rs‏ فإن0 = (-(1s))‏ +75. حسب قانون الاختصار في الزمر نحصل على CDs‏ 
Jab = -(rs)‏ نحصل على (5”)- = .r(-s)‏ 
(iii)‏ باستخدام (ii)‏ بشكل متكرر نحصل على 
ل ل ل الام 
الآذلكل et ER‏ يلاحظ أن + هو الحل الوحيد للمعادلة 0 = +x‏ لذلك فإن 
المعادلة 0 = CO + C)‏ تؤدي إلى tal‏ = 0-)-. وهكذا rs op‏ = ((و)-)-. 


(۳-۹) قانون التجميع العام 

من امهم أن نلاحظ أن عملية الضرب في الحلقة تسمح بضرب عنصرين فقط . 
وإذا أردنا أن نضرب ثلاثة عناصر © a, b,‏ على هذا الترتيب» نحتاج أن نعيّن كيفية 
إجراء الضرب بإدخال أقواس مثل albe)‏ والذي يعنى أن نحسب نتيجة ضرب be‏ 
أولا ثم تضرب الناتح ب »من اليسار. في حالة وجود ثلاثة عناضر توجد طريقتان 
لإ جراء عملية الضرب وهما تناظر ان ©(40) و (be)‏ يخبرنا قانون التجميع بأن هاتين 
الطريقتين تعطيانا نفس الناج» لذلك نستطيع أن نهمل الأقواس. وعندما نحسب 
حاصل abo pal‏ فإننا - ضمنا - نضع الأقواس في مكان ماء ولكن الجواب لا 
يعتمد على أين توضع الأقواس» لذلك فإن الرمز dabe‏ معنى واحد فقط . لم يتضمن 
قانون التجميع ؛ كماتم توضيحه سابقاء أي شيء حول حاصل الضرب ,4 ... يه a‏ 
لأكثر من ثلاثة pole‏ . هل الرمز ,4 ...رة ,ت له معتى وحيد أينما وضعنا الأقواس ؟ 
الجواب نعم» ويمكن استنتاجه من قانون التجميع العادي. لما كان القارئ لديه ple‏ 
خبرة» من خلفيته من الزمر» عن ذلك النوع من المناقشة فإننا سنترك تفاصيل إثبات 
ذلك . في الحقيقة » من الصعوبة إعطاء برهان مقنع تماماء وتكمن تلك الصعوبة في 
كيفية طرح السؤال بطريقة مناسبة» لكن يستطيع القارئ بسهولة تكوين فكرة عما 
ينبغي عمله بتجربة وضع أقواس في حاصل ضرب أربعة عناصر وحاصل ضرب 
عمس ol Molin AAAS Te Shaye wlio‏ إلى AT‏ بواسظة النظبيق التكورر 
لقانون التجميع . للحصول على وصف 552 لذلك» يمكن الرجوع إلى صفحة VA‏ 
في المرجع ]1951 [Jacobson,‏ . ملاحظات مشابهة Gels‏ بالطبع على الحمع أو على 
أية عملية ثنائية تجميعية . 


1 الحلقات والحلقيات 
سنقدم OYI‏ بعض الأنواع الخاصة من الحلقات . 


(commutative rings) uY! الحلقات‎ 


هى حلقات يكون الضرب فيهاإبدالياء أي أن ab = ba‏ لأي عنصرين 
اختيارين a, b‏ من الحلقة . 


حلقات tls‏ ضربي (rings with a multiplicative identity)‏ 
وتسمى عادة حلقات بمحايد. وكما يوضح الإسم فا حلقة في هذا النوع من 
الحلقات تحوي عنصرا يرمز له بالرمز 1 > بحيث إن ۲ = 1۲ = 1” لكل pos‏ ۲ فى 
pate a ALL‏ او ادا وهی اة اید هو فى هل اللات Lb‏ 

paler dle R cals 13] a . حايد يكوق 1 وبحيدا‎ tale il أن في‎ eats .0 
: فإن‎ ce محايد ضربي اخر‎ 


e=el=]1 


(integral domains) الحلقات العامة‎ 

يعرف قاسم الصفر at (zero divisor)‏ إبدالية ۸ بآنه pace‏ ۲ من R‏ بحيث إن 
r#0 (i)‏ 
(ii)‏ يوجد 20 5 فى ۸ بحيث 0 = كر 

والحلقة التامة هي حلقة إبدالية بمحايد يختلف عن الصفر وليس فيها قواسم 
للصفر. (في التعامل مع الحلقات غير الإبدالية نحتاج إلى أن تيز بين القواسم اليسرى 
للصفر والقواسم اليمنى للصفر . سنركز في هذا الكتاب على الحلقات الإبدالية فقط» 
وسنتجنب الخوض في هذه الاعتبارات) . الحقيقة التالية مهمة في الحلقات التامة. 


)٤-١(‏ مأخوذة 
إذا كانت ۸ حلقة تامة وكان 4 عنصرا غير صفري فى ۸ وكان ل ,ا عنصرين من 
R‏ فإن: 


الحلقات - تعاريف وأمثلة \o‏ 


ax =ay>x=y 


البرهان 
إذا كان رج = vax‏ فإنه من شروط الحلقة نحصل على 0 = ( - »)4 . لما كانه 
ليس قاسما للصفرء فإن 0 = ر - × وبالتالى y‏ = ×. 


الحقول (fields)‏ 
الحقل حلقة إبدالية تكن مجموعة عناصرها غير الصفرية زمرة بالنسبة لعملية 
الضرب . لذلك إذا کان ۸ حقلاء فإن K‏ يحتوي عنصرا 1 OF‏ بحيث إن ×= ×1 لكل 
عنصر غير صفري :دفي . لما كان 0 -1.0 (حسب المأخوذة »)75-١‏ فإن 1 هو المحايد 
الضربي» وبالإضافة إلى ذلك فإنه لكل pais‏ غير صغري © في # يوجد عنصر a‏ 
فى × بحيث إن 1 = aa‏ يكن بسهولة إثبات أن الحقل لا يحوي قواسم للصفرء 

لأنه إذا كان © عنصرا غير صفري فى K‏ وكان 0= مره فإن : 
0-0 اج t= i=! eee‏ 
وعليه لدينا العلاقات التالية بين الأنواع الأربعة من الحلقات التي سبق ذكرها : 


حلقة إبدالية 
Ji‏ سه ae tab tile‏ 
düa Gils‏ 


لكي يستطيع القارئ أن يلقي بعض الضوء على هذه التعاريف» فإنه يحتاج 
إلى القيام بالمهمتين التاليتين : الأولى أن يدرس إلى أي نوع تنتمى أمثلة الخلقات ١‏ - 
.١‏ والثانية إعطاء أمثلة توضح أنه لا يوجد اثنان من الفصول السابقة متساويان. 


تمارين على الفصل الأول 
١‏ - هل تشكل مجموعة الأعداد الصحيحة شبه زمرة تحت تأثير عملية الطرح ؟ 
؟ - أية مجموعة من المجموعات التالية تشكل حلقة ؟ 


الحلقات والحلقيات 


(i)‏ مجموعة الدوال المستمرة R‏ ج »f : R‏ حيث الجمع هو الجمع النقطي 
والضرب هو تركيب الدوال. 

a sb حيث‎ calb مجموعة الأعداد النسبية التي يعبر عنها بالصيغخة‎ (ii) 
حيث يرمز إلى عدد أولي‎ » b يقسم‎ Y p عددان صحيحان» وكذلك‎ 
ثابت» والعمليتان هما العمليتان العاديتان.‎ 

(iii)‏ مجموعة الأعداد الصحيحة وبحيث يكون الجمع والضرب معرفين 
عليها اعتمادا على العمليتين العاديتين كما يلي : 

n + m=n +m + 1 
nxXxm=n +m + nm 

أثبت أن ×= J?‏ × في الحلقة AUK)‏ والتي سبق أن أعطيت في مشال 

حلقة (7). في أي من الحلقات ,7 يكون ذلك صحيحا ؟ 

ليكن 0 و8 تشاكلين داخليين لزمرة © ليست بالضرورة إبدالية » وليكن 8 +0 

معرفا كما يلي : 

(a + B) (x) = a(x) B(x) 

لكل 6 xe‏ تحت أي Bobs jb‏ +0 تشاكلا داخليا ؟ أعط مثالا لتوضيح 

أن هذه الشروط لا تكون دائما محققة . 

إذا كانت ۸ حلقة تامة بحيث إن × = 2< لكل ۸ »© x‏ فأثبت أن R‏ بها عنصران 

فقط. 

إذا كانت ۸ حلقة بمحايد 1» فأثبت أنه إما 0 ± 1 أو (0) = ۸. 

أثبت أن كل حلقة LU‏ بها عدد منته من العناصر تشكل حقلا . 

(إرشاد : افرض أن 4 pare‏ غير صفري في ۴# واعتبر التطبيق ax‏ ه × من 

۸ إلى ۸. أثبت أنه تطبيق متباين وعليه يكون غامرا ) . 

نفرض أن 5 مجموعة» وأن ۸ حلقة» وأن ؟ تقابل SOR‏ ولنعرف عمليتي 


الجمع والضرب على 5 كما يلي : 


1 


=A 


\y الحلقات - تعاريف وأمثلة‎ 
s+ = fA) ¢ 
ss’= f"(f(s)+ f(s’) — 


أثبت أن 5 تشكل حلقة بالنسبة لهاتين العمليتين . أوجد عمليات على مجموعة 
الأعداد الصحيحة الموجبة تجعلها حلقة . 


=> 


ED ga) 


الحلقات الجزئبةء التشاكلات والمتاليات 


عندما نقابل leg‏ جديدا من البنى الرياضية» فإن أول ما نحاول دراسته كالعادة هو 
البنى الجزئية لها وكذلك «الاقترانات (morphisms)‏ « أي التطبيقات التي تحافظ على 
البنية للبنى الرياضية المطلوب دراستهاء liag‏ هو الهدف من هذا الفصل . 


١‏ -الحلقات الجزئية 

(۱-۲) تعريف 

الحلقة الجزئية (subring)‏ من حلقة ۴هي مجموعة جزئية S‏ من ۸ تشكل حلقة 
تحت تأثير نفس العمليات التي ورثتها من ۸. 

ماذا يعني التعريف المذكور أعلاه؟ يعنى أولاء أن العمليات على ۸ تحدد العمليات 
عل gle ga YS‏ سل Feel 15 [ UU‏ 8ج ارف ب 
tb‏ ۾ ج (a,b)‏ على 5 Sx‏ يجب أن يعطي تطبيقا من S‏ × ؟ إلى tS‏ أي أنه ]13 كان 
a,b‏ عنصرين من DOS‏ + ۾ يجب أن ينتمي إلى 5. ab s-a JAL‏ ينتميان إلى 5 . 
وعليه فإن (ط-) + a‏ = ط-ه ينتمي إلى S‏ ونشير إلى نقطة أخرى قد تغيب عن البال» 
وهي أنه لما كانت 5 تشكل بالنسبة لعملية الجمع زمرة فإنها يجب أن تكون غير خالية . 
لذلك نكون قد أثبتنا نصف المأخوؤة التالية . 


۹ 


Ye‏ الحلقات والحلقيات 


(Y-Y)‏ مأخوذة 
إذا كانت S‏ مجموعة جزئية من حلقة OBR‏ 5 تكون حلقة جزئية من ۸ إذاء 
وفقط ]13 كان 
Jess @‏ 
Soul (ii)‏ ع طبهفإن 5 ab,a-be‏ 


البرههفان 

ST a‏ أن الشروط السابقة ضرورية a‏ سكبت OW‏ أنها كافية .. أا كانت و 
غير خالية» فإنها تحوي عنصرا وليكن » وبالتالى فإن4» -ه - 0 ينتمى إلى 5. 
bo O0-bobadey‏ سوصى الیک Ae b=a-Cd)ES Sty‏ ; لذلك فإن 
العمليتين الثنائيتين والعملية الأحادية على #تولد عمليات مناظرة على 5 . كلها بالاحظ 
أن قانوني الإبدال والتجميع صحيحان بالنسبة لعملية الجمع على 5 بالوراثة من ER‏ 
لأنه إذا جمعنا pole‏ من oS‏ فيمكن النظر إليها كعناصر من . وإذن 5 زمرة إبدالية 
بالنسبة لعملية الجمع والمحايد الجمعي هو 0. يلاحظ أن قانون التجميع صحيح بالنسبة 
لعملية co pall‏ وأن قانوني التوزيع صحيحان على S‏ بالوراثة من ۸ء وإذن5 حلقة . 


أمثلة 

aĵ‏ يلاحظ أن كلا من © Q, R,‏ ,,7 تشكل مع العمليات الاعتيادية حلقة جزئية من 
التي تليها . 

"i‏ يلاحظ أن حلقة المرباعيات والتي سبق أن نوقشت في مثال حلقة )8( تشكل 
حلقة جزئية من MQ)‏ 

+ تشكل مجموعة كل المصفوفات من النوع len xn‏ الحقل K‏ والتي تكون 
جميع عناصرها تحت القطر أصفاراء حلقة جزئية من .M (K)‏ 
سنحتاج OV‏ أن نقدم قدرا معينا من الرموز المفيدة» البعض منها مألوف والبعض 

الآخر قد لا يكون مألوفا . 


الحلقات الجزئية؛ التشاكلات والمثاليات yy‏ 


jo? 

١‏ - عندما نتعامل مع الحلقة ۸» من المفيد غالبا أن نفكر في ۸ كزمرة تحت تأثير 
البنية الجمعية التي تملكها متجاهلين بنية الضرب . عندما نركز على ذلك ستكتب*8 
بدلا من oR‏ وتسمی*# الزمرة الجمعية (additive group)‏ للحلقة R‏ . نلاحظ Rof‏ 
ترمز إلى نظام يحوي مجموعة وعمليتين ثنائيتين وعملية أحادية على هذه المجموعة 
وعنصرا مختارا من المجموعة» بينما ترمز* إلى نفس النظام مع حذف عملية الضرب . 
غالبا ما تسمى الزمر الحزئية من *۸ بزمر جمعية جزئية (additive subgroups)‏ من 
۸. وعلى ذلك فإن الزمرة الجزئية الجمعية من ۸ هي مجموعة جزئية 5 من SPER‏ 
على 0 وتحقق الشرط أنه إذا كان 5 Soba, be‏ ع - ». 

Y‏ - إذا كانت 4 زمرة إبدالية جمعية» وكان ۸ © »» وكان n‏ عددا صحيحا 


فإن na‏ يعرف كما يلي : 
إذا كان 0 on) n>‏ المرات) 4 + ... + ۾ ع هنر 
0a =0‏ 
إذا كان 0 > ۸ na = (—n) (- a) =-(a+...+a) =—(Inla)‏ 


إذا كان n, molS a,b € A‏ عددين صحيحين فإن : 
n(a + b) = na + nb‏ 
(n + mM) a = na + ma‏ 
(nm) a = n(ma)‏ 
la =a‏ 
نود أن نشير إلى أنه قد تكون الحقائق البسيطة المذكورة آنفا مألوفة لدى القارئ 
وإذا رغب الاطلاع على إثباتهاء فعليه الرجوع إلى أي كتاب في مبادئ نظرية الزمر. 
نستطيع » بصفة خحاصة. أن نعتبر 4 هي الزمرة الجمعية*8 لأي حلقة ۸ء ولذلك ` 
فإن التعاريف المذكورة أعلاه صحيحة في أي حلقة ۸ . ومن الضروري التفريق بين العملية 


. بصفة عامة‎ R والضرب فى الحلقة ؛ لأنه لا يمكن اعتبار ۸ عنصرا من‎ (n, a) ج‎ na 


YY‏ الحلقات والحلقيات 
من ناحية ثانية» يكن أن يحدث في بعض الأحيان أن تتطابق 2 مع حلقة جزئية 
من ۸ إلى الحد الذي يجعل العدد الصحيح 1 يؤدي دور المحايد الضربي في ۸ . في 
هذه الحالة» إذا كان 0 en>‏ فإنه باستخدام قانون التوزيع: 
na = (] + ...+1)a=a+ ...+a‏ 
لذلك فإنه في هذه الحالة يكون للرمز na‏ نفس المعنى إذا اعتبرناه حاصل ضرب عناصر 
أو اعتبرناه حسب التعريف السابق . وبنفس الطريقة يكن اعتبار ©0 (=n) a,‏ . وهكذا 
نه Jor gs‏ اهمال حدوث أ oped‏ 
إذا كان عنصرا من حلقة ۸ وكان n‏ عددا صحيحا موجبا Old‏ 
n)‏ من المرات) a =a...a‏ . 
أيضاء إذا كان 0 alin, m>‏ يلاحظ أن : 
راسكج , ا = an‏ 
}13 كانت ۸ حلقة بمحايد فإننا نعرف 1 = RES a‏ > 2646 0: كما أن المتطابقات 
المشار إليها تبقى صحيحة . 
- نفرض أن 7 و5 مجموعتان جزئيتان غير خاليتين واختياريتان من حلقة 
.R‏ نعرف: 
S+T={st+t:seS,teT}‏ 


n 
ST = [Es tiis ES, t ET, n=1,2, a] 
i=l 


لنركز بشكل خاص علي ال حالة التي تكون فيها كل من S, T‏ زمرة جمعية جزئية من OR‏ 
وقد عرف المجموع والجداء لزمرتين جمعيتين جزئيتين بهذه الطريقة حتى يكون كل 
منهما زمرة جمعية جزئية . 


(Y-Y)‏ مأخوذة 
إذا كانت ۸ حلقة » وكانت U‏ 7و5 مجموعات جزئية غير خالية من OR‏ فإن: 
(ST)U = STU). (S+T)+U=S+(T+U) (i)‏ 
SY 90‏ رک زم رن ae‏ سعيعية من OER‏ قلق مي 7 ST 9S'+‏ 
تكون كذلك. 


الحلقات الجزئية» التشاكلات والمثاليات 1h‏ 


(ili)‏ إذاكانت 1و 5 حلقتين جزئيتين من R‏ وكانت #إبدالية» فإن ST‏ حلقة جزئية 


Rip 


البرههان 


من الواضح S+ (THUS‏ = /) + (7 + 5) . لما كانت'57 تحوي كل المجاميع 
المنتهية من العناصر التى على الشكل cst‏ حيث 7 ع + وك is ٤‏ فإن'57 مغلقة 
بالنسبة للجمع» وهكذا فإن 57(]7) و SCTU)‏ مغلقتان أيضا بالنسبة للجمع . 
إذا كان * عنصرا اختياريا من ZOL (STU‏ هو مجموع منته لعناصر على الشكل 
«الاحيث لآ € لاو xEST‏ لذلك فإن ند مجموع منته من عناصر على الشكل 
Tist‏ € 2.1 3 عي وبالتالي فإن 2 هو مجموع عناصر على الشكل (stu‏ 
لما كان c (SNU = (tu)‏ فإن هذه العناضر جميعها تنتمى إلى STU)‏ . لكن 
SCTU)‏ مغلقة بالنسبة للجمع لذلك (STU c S(TU) Sis .2 © STU) Op‏ . 
والعكس يكن إثباته بطريقة Wl‏ . 
x × Ee S+TOLs 3)‏ . فإن Ti x=s+tg x =s tt‏ ع tt‏ 
Sy‏ 5€ لذلك +5 € (t-t)‏ +53 - )= -+ لأن 5,7 زمرتان 
جمعيتان. علاوة على ذلك فإن 0 ينتمي إلى 5 وينتمي إلى ٠.7‏ وبالتالي 
E FRENSE a‏ الام i ee‏ 1 
نعتبر الآن”51.. لقد لاحظنا أنها مغلقة بالنسبة للجمع . بالإضافة إلى 
ذلك» إذا .-s,€ SOY -y=E(-s) t, € ST oby = Est, € STOS‏ لما كان 
من الواضح أن 57 تحوي 20 فإنها تشكل زمرة جمعية جزئية من ۸ . 
tho gw ad‏ أن 89زمرة جمعية جر ةمسن WY RR‏ يكقى Wes ol‏ 
E E E alae BF‏ اعا الق اة l‏ 


2 1 Ss) = Ys sia) 


j ij 


ST pols إبدالية » وبالتالى فإن حاصل الضرب هذا عنصر من‎ ۸ oY 


(i) 


(ii) 


(iii) 


yé‏ الحلقات والحلقيات 


(homomorphisms) التشاكلات‎ - Y 


)٤-۲(‏ تعريف 

يقال عن التطبيق S‏ د ۸ :م من الحلقة ۸ إلى الحلقة S‏ إنه تشاكل إذا حقق 
الشرطين التاليين : 
Gx + y) = Wx) + HY) (\)‏ 
xy) = Hx) OY) (Y)‏ 

.x,yeR JS 

يلاحظ من المعادلة fee POI )١(‏ بصفة خاصة تشاكل زمر St JIR‏ 
وباستخدام خواص تشاكل الزمر نحصل على : 


KO.) = 0, , A-r) = - Kr) 

لكل ۸ ore‏ حيث, 0 هو صفر الحلقة */ . 

ad‏ جرت العادة فى كتب الرياضيات المؤلفة باللغة الإتجليزية أن Fused‏ كلمة 
oy pee ites təl s “morphism”‏ أنواع مهمة ومختلفة من التشاكلات . إذا 
كانت 5 ,۸ حلقتين ء فإنتا: 
)1( نسمي التشاكل (isomorphism) WER > S‏ إذا كان متباينا وغامراء أي إذا 

كان تقابلا . 
(ب) نسمي التشاكل من الحلقة ۸ إلى نفسها بالتشاكل الداخلى (endomorphism)‏ . 
)>( تسس ALL oye E‏ إلى نفسها بالتماثل الذاتي (automorphism)‏ : 


كما يكن التحقق بسهولة من أن تركيب تشاكلين تشاكل وأيضا تركيب تشاكلين 
متباينين تشاكل متباين e (monomorphism)‏ وهكذا في حالة تركيب تشاكلين غامرين 
تشاكل غامر SUIS s (epimorphism)‏ تر کیب ok‏ تماثل . ويمكن الحصول على 
هذه النتائج بشكل مباشر من کون تركيب تطبيقين متباينين أو غامرين يكون متبايتا أو 
غامرا على التوالي . بالإضافة إلى ذلك» إذا كان 8 ج :0 تمائل حلقات» op‏ 
معكوس التطبيق ف أي SUG! SAR‏ يوجد po‏ تقابل (100اءء[01)) يكون 
تماثلا. لأنه إذا کان ی و و عنصرين من 5 فإنه يوجد عنصران ٣و ٣‏ فی ۸ بحيث إن 
s= Wr)‏ و es = Ø)‏ وبالتالي l OB‏ 


Yo التشاكلات والمثاليات‎ as jb) الحلقات‎ 


$ (ss) = OK) Hr) = Prr) = rr! = G(s) G'S) 
وبالمثل يمكن إثبات أن:‎ 
وى + )1م‎ = G's) + O's!) 
(حلقاتيا)‎ GER من ۸ إلى 5 فإننا نكتب 5 = ۸ ونقول إن‎ PE إذا كان يوجد‎ 
وإن الرمز ”=“ له خواص علاقة التكافؤء أي‎ .5 


RER (i) 
R=S>S=R (ii) 
RES, 3-7827 (iii) 


وهذه نتائج SOU‏ أعلاه . بشكل تقريبي تكون حلقتان متماثلتين إذا أمكن 
الحصول على إحداهما من الأخرى بإعادة تسمية العناصر فقط وإبقاء جدولي الجمع 
pally‏ دون تعديل» لذلك فإن الحلقات المتماثلة لها نفس الخواص الجبرية . إن 
مفهوم التماثل يسمح لنا الآن أن نضبط بعض الملاحظات الغامضة بالفصل الأول . إن 
كلمن المجموعات ASAI‏ : 

{al + bj} « {al + bi}‏ ... الخ 

هي حلقة جزئية من حلقة المرباعيات المشار إليها في مثال حلقة )4( وإن كلا منها يماثل 
(حلقة) الأعداد المركبة . 

لقد سبق أن أشرنا إلى أن أي تشاكل من حلقة ۸ إلى حلقة 5 يكن التفكير فيه 
بصفة خاصة كتشاكل SR ops‏ *5. ونستطيع الحصول على بعض المعلومات عن هذا 
التشاكل بهذه الوسيلة . كمثال على ذلك» فإن ØR)‏ صورة R(image)‏ ويرمز لها 
بالرمز cime‏ هي زمرة جزئية من*5 . QUIS‏ باعتبار © [SLES‏ زمرء فإن له نواة 
(kernel)‏ « و 

{x eR: Wx) =0} i 

والتي غالبا ما سيرمز لها بالرمز -ker‏ نحن نعلم من مبادئ نظرية الزمر أن k۲0‏ زمرة 
جزئية ناظمية (normal subgroup)‏ من Rt‏ (بالرغم g‏ أن استخدام كلمة «ناظمية» 
غير ضروري في هذه الحالة ROS‏ زمرة إبدالية » وبالتالى أي زمرة جزئية تكون 
ناظمية) . باستخدام البنية الضربية نستطيع الحصول على معلومات أكثر عن ker‏ 
وعن IMG‏ وبصفة خاصة» إذا کان × أي عنصر من kerPalS R‏ ع ck‏ فإن: 


TY‏ الحلقات والحلقيات 


(ak) = Hx) Hk) = Kx) 0, = 0, 
kx € kero وبالمثل یکن إثبات أن‎ xk € kerg إذن‎ 


(؟-0) تعريف 

يقال عن مجموعة جزئية من حلقة #إنها مثالى (ideal)‏ فى BJR‏ كانت K‏ 
زمرة جمعية جزئية من ۸ وکان JSIxk, ke € K‏ £ € غ, “KER‏ 

فكو غا عاف امرف يظرق متعددةمتكاقة . قحسي اقرز اتشان زليه 
سابقا إن المثالى فى الحلقة ۸هو زهرة جزئية جمعية ۸ من «تحقق الشرط KRU 81 CK‏ . 
وعلى نحو أكثر وضوحا إن ۸ مثالي في ۸ إذا وفقط إذا كان: 


0 اج‎ (i) 
kk’eK>k-k’ eK (ii) 
ke K, جما جح زر ع عر‎ xk eK (iii) 


سنكتب ۸ > K‏ إذا كان K‏ مثاليا فى الحلقة ۸. سنواجه أمثلة عن المثاليات فى 
eli‏ دراستنا ونشير إلى أن كلا من (0) و ۸ يشكل دائما مثاليا فى الحلقة ۸ . 


)1-7( مأخوذة 

نفرض أن ۸ و 5 حلقتان وأن 8 ج ۸ : 0 تشاكل . عندئذ : 
cker~@aR (i)‏ ويكون 0 تشاكلا متباينا إذا وفقط إذا کان }0{ = ker‏ 
(i)‏ 4اتشكل حلقة جزئية من 5 . 


البرههان 

. ker > ۸ لقد سبق أن أثبتنا أن‎ (i) 
cH) = 0, = G0, )03} cx ع‎ kero متباين وأن‎ [SLO نفرض الآن أن‎ 
kerg= {0,} وبالعكسء إذا كانت‎ . kero = )0,( وعليه فإن ,0 = × وبالتالی‎ 
إذن‎ .0 = x) - O) = Hx - «( OB Hx) = 40) وکان‎ ×, y € ۸ وکان‎ 
ر -+ وبالتالى ر = ×. إذن0 تشاكل متباين فى‎ = 0, ob ales × ع ر‎ kero 
1 1 LANL ods 


الحلقات الجزئية» التشاكلات والمثاليات yy‏ 


(ii)‏ سبق أن رأينا أن 1520 زمرة جمعية جزئية من ۸ وبقى أن نثبت أنه إذا كان 

واه "لو نافسع ار ير Wah PER‏ 

Wr)‏ = و es = Wr)‏ إذن: 

ss = Pr) Hr) = rr) e imọ 

بعد أن لاحظنا أن كل نواة هي مثالي» يحق W‏ أن نتساءل هل كان مثالي نواة؟ 
أي هل كل مثالي في حلقة ۸ هو نواة لتشاكل من ۸ لحلقة أخرى؟ للإجابة عن هذا 
السؤال من المفيد أيضا أن ننظر إلى الزمرة الجمعية*۸ . 

لنتذكر حالة الزمر الإبدالية . إذا كانت 4 زمرة إبدالية» وكانت 8 زمرة جزئية 
من ۸ء فإن مجموعة مشاركة ل8 في 4 هي فصل تكافؤ لعلاقة التكافؤ ‏ المعرفة على 
4 كما يلى : j‏ 

x~y @x-yeB 1 

لما كانت 4 زمرة إبدالية» OL‏ 8 ناظمية فى A‏ وبالتالى فإن الاختلاف بين 
gal‏ واللسمومااف ااا ك ری يكشي . إذا patendi‏ 
من مجموعةمتتاركةاماء فإن عناصر هذه المجموعة المشاركة هي * + 8 حيث ير b‏ 
على كل عناصر 8» ويرمز لهذه المجموعة المشاركة ب ×+ 8 . يرمز لمجموعة كل 
المجموعات المشاركة BS‏ فى 4 بالرمز ۸/8. إذاعر فنا على 4/8 العمليتين التاليتين : 

ويج سورك زر عاو Bige‏ 
—(B+x)=B+(-x)‏ 

فإن هاتين العمليتين حسنتا التعريف» أي أن الطرف GEM‏ من أي من المعادلتين أعلاه 
يعتمد على المجموعتين المشاركتين بالطرف الأيسر ولا يعتمد على العنصرين المختارين 
x, y‏ لتمثيلهما . تجعل العمليتان A/B‏ زمرة إبدالية» وتكون المجموعة المشاركة 8 العنصر 
الصفري لها . التطبيق × + B‏ × :ا تشاكل زمر غامر نواته ٠8‏ ويسمى ا التشاكل 
الطبیعی (natural homomorphism)‏ من A‏ إلى 4/8 . 

لنرجع إلى حالة الحلقة . لقد قطعنا مرحلة لنجد تشاكلا من الحلقة ۸ بحيث 
يكون المثالي المعطى ‏ نواة له . سنفكر في ال حلقة كزمرة جمعية ونعتبر مجموعة كل 
المجموعات المشاركة RIK‏ والتي يمكن النظر إليها كزمرة جمعية» ثم نحصل على تشاكل 


YA‏ الحلقات والحلقيات 


زمر RIK‏ ۸ :1 كما هو أعلاه . نحن نرغب أن يكون لا تشاكل حلقات» ولكن 
العقبة الرئيسة هي أن RIK‏ ليست حلقة حتى الآن . هل يكن جعل RIK‏ حلقة حتى 
bet‏ لا تشاكل حلقات؟ يجبرنا الشرط Ux) Uy) = Ury)‏ على تعريف الضرب في 
RIK‏ كما يلى : 
(K+xX(K +y)=K +xy 1‏ 
يجب التأكد أولا من أن التعريف يعطي عملية ثنائية على /8؛ أي أن المجموعة 
المشاركة التي على اليمين تعتمد فقط على المجموعتين المشاركتين اللتين على 
اليسار ولا تعتمد على العنصرين المختارين لتمثليهما . إذا كان ×+ ع - بر + كل 
وكان K+y=K+y‏ فإن 4 + ×= م و / + « - برحيث ۸ k, Le‏ وبالتالى فإن: 
xy + (ky +x 1+ kD‏ د xy‏ 1 
لما کان × مثاليا فى الحلقة ۸ وحيث إن ck, 1 > K‏ فإن pawl‏ المحصور بين قوسين 
يتتمي إلى . لذلك: 
K+xy=K+xy‏ 

وبالتالي فإن التعريف السابق يعطي فعلا عملية ثنائية على RIK‏ نلاحظ أن كون K‏ 
مثاليا في الحلقة ۸ هو الذي جعل ذلك مكنا . 

يستطيع القارئ التأكد بسهولة من أن RIK‏ تحقق شروط الحلقة voly‏ حقيقة 
تشاكل حلقات» وهكذا نكون قد حصلنا على المأخوذة التالية : 


(Y-Y)‏ مأخوذة 
إذا كان ۸ مثاليا فى ا حلقة ۸ وكانت [Sie parce, RIK‏ ا مجموعات ا مشاركة 
د ۸ في ۸» فإن التعاريف التالية : 1 
(K+x)+(K+y)=K+(x¥4+y)‏ 
—(K+x)=K+(-x)‏ 
(K +x)(K + y) = K + xy‏ 
تبعل RIK‏ حلقة» كما أن التطبيق الطبيعي × + ۸ ج × V:‏ هو تشاكل غامر نواته K‏ 


الحلقات الجزئية» التشاكلات والمثاليات Yq‏ 


تسمى ۸/۸ حلقة القسمة (quotient ring)‏ أو حلقة فصول الرواسب 
J (residue class ring)‏ بالنسبة إلى Kء‏ كما يسمى لا التشاكل الطبيعى 
(natural homomorphism)‏ من ۸ إلى ۸/۸ . يلاحظ أن 


(RIK) = RIK 
معطاة‎ RIJ إن الضفة الرئيسة للتشاكل الطبيعى من الحلقة ۸ إلى حلقة قسمة‎ 
. بالمبرهنة التالية‎ 
مبرهنة‎ (A-Y) 


نفرض أن JAR‏ وأن RR‏ :لاهو التشاكل الطبيعي . نفرض أن 
RS‏ :© تشاكل حلقات بحيث إن نواته تحوي 7. إنه يوجد تشاكل وحيد 


. يجعل الرسم التخطيطي التالي إبداليا‎ ۷ : RII جه‎ S 


R i ah 
RIJ 
.kery = keri ILS 


(عندما يقال إن الرسم التخطيطي أعلاه إبدالي فإن ذلك يعني أنه يتم ا لحصول على 
نفس النتيجة بالذهاب من ۸ إلى $ باستخدام أي من الطريقين ا ممكنين - مباشرة أو 
عن طريق RIJ‏ . وبكلمات أخرى نالا = ) . 


البرهان 

إذا كان الرسم التخطيطي إبدالياء فإن 
WI + x) = WUr) = Od) (*)‏ 
لكل ۸/7 ع ×+ ل» وعليه توجد طريقة واحدة AS‏ لتعريف ٠۷‏ وإذن يجب أن نتأكد 
من أن تعريف (× + 1/)7 بأنه a)‏ يفى بالغرض . أولا يعتمد التعريف على المجموعة 
المشاركة ×+ ل فقط وليس على الممثل ×. لأنه إذاكان “++ 3= × JOB St‏ € “بردي 
وحسب الفرض op‏ هذا يعني kergol‏ ع xax‏ وبالتالي فإن 0 = Axr)‏ ويؤدي 


Ye‏ الحلقات والحلقيات 


هذا إلى G0) = Gr)‏ . لذلك فإن تعريف ۷ المذكور في (*) يعرف تطبيقا 
R/S‏ :۷ . إذا كان ر + ل عنصرا اخر من RV‏ فإن: 
WU +x) + (J + y)) = YU + ) + y)) = (x + y)‏ 
Hx) + ))( = WI +x) + Y + y)‏ = 
لذلك you‏ يحافظ على الجمع . نستطيع Jal‏ إثبات أن ۷ يحافظ على الضرب . 
وإذن/ا تشاكل حلقات . 
أخيرا من (*) يلاحظ أن : 
¢(x) = 0 & x e kero‏ ك 0 = WJ + x)‏ 
وإذن kery = ker@/J‏ . 
تسمى المبرهنات الثلاث التالية عادة بمبرهنات التماثل الأولىء الثانية والثالثة 
حسب الترتيب وهي مبرهنات تنتج بسهولة من مبرهنة a (A-Y)‏ 


(4—Y)‏ مبرهنة 

إذا کان 5 > ۸ : م تشاكل حلقات» فإن 

Ri/ker@ = imọ 

البرههان 

لنعتبر oJ = ker‏ المبرهنة (A-Y)‏ . هذا يعطى التشاكل S‏ ج #تاع»!/؟! H:‏ 
الذي يجعل الرسم التخطيطى التالى إبداليا ونواته 

an 
Riker 


هى 814/1614 ا حلقة ا لحزئية الصفرية من ۸/۸٥۲4‏ . لذلك حسب المأخوذة (؟-5)// 
شال این : كما ينتج من WABI‏ -م أن تنا = „img‏ وإذن م يشكل 
WE‏ من R/kerd‏ إلى -imọ‏ 


الحلقات الجزئية » التشاكلات والمثاليات ا 


da ye (1 =Y) 

إذا كانت ۸ حلقة» 47 J‏ و 5 حلقة جزئية من ۸ فإن [ + 5 حلقة جزئية من 
ل + TAS (ISAS‏ حم ذو لح كاد ت لال + 3. 

قد يساعد الرسم التخطيطي التالي على تصور ما تشير إليه هذه النتيجة . 


S+J 


SOJ 


العلاقة «مثالي في» يعبر عنها بخطين مزدوجين وا مبرهنة تنص على أن حلقتي 
القسمة (ا مناظرتين للضلعين ا مزدوجين المتقابلين) soL‏ لهذا السبب تسمى هذه 
ا مبرهنة أحيانا بقانون متوازي الأضلاع . 


البرهان 

نعلم من THN)‏ أن SHJ‏ زمرة جمعية جزئية من ۸. نفرض أن 5 © s,s‏ 
وأن fj’ EJ‏ لما كان ل مثاليا فى الحلقة ۸ء فإن: 

Cine tjs t ri jesa 

من الواضح أن + 5 > . نفرض أن ۸/7 ج R‏ :1 التشاكل الطبيعي وأن “نا 
اقتصار VD KS Se V‏ تشاكلا من 5 إلى ۸/7. تحوي صورة U‏ كل المجموعات 
المشاركة 7 + 5 حيث 5 tse‏ أي أن 7/7 + 5 = imu‏ تحوي نواةلة كل العناصر في S‏ 
التى VL ghey‏ إلى الصفر؛ أي أن kerv SOT‏ لذلك 7> SAT‏ حسب CV)‏ 
وكذلك S + JIS = 5/8 ۸ T‏ حسب AY)‏ 


lad, الخلقات‎ YY 


)١١-۲(‏ مبرهنة 

إذا كانت ۸ حلقة وكان K‏ ,3 مثاليين فى ا حلقة #بحيث إن ح J‏ فإن 
K/J >37‏ وكذلك : 1 

(RIDI(KIJ) = RIK 

البرههان 

لنستخدم (A-Y)‏ معتبرين ف التشاكل الطبيعي من ۸ إلى kerġ = Gus RIK‏ 
K‏ ونحصل على تشاكل ۷ حيث إن الرسم التخطيطي التالي تبادلي 

چ کي R‏ 


v 


RIJ 

كذلك kery= KIJ‏ . من الواضح Wl‏ غامر» وهكذا باستخدام المبرهنة الأولى في 
التماثل» نحصل على النتيجة المطلوبة . 

توجد «مبرهنة t PU‏ أخرى تختص بالعلاقة بين المثاليات فى cimo‏ والحلقات 
الجزئية في imo‏ . . . إلخ PLE)‏ تقناكل من ope (Rabe‏ جهة والأشياء BLU‏ لها 
في ۸ من جهة ثانية . نحتاج أن نتذكر بعض المعلومات في نظرية المجموعات قبل أن 
ten pl oda Si‏ 

نفرض أن "۲ ,"× مجموعتان وأن Y"‏ د "ل : f‏ تطبيق وكذلك نفرض أن 
X, Y‏ مجموعتان جزئيتان من "۲ ,"لا على التوالى . 

r + 

AX) = 0 sx ع‎ X} 
)ار‎ = eX": fe ¥} 

تسمى ال مجموعتان F(X)‏ و f (Y)‏ صورة X(image)‏ والصورة العكسية 
YJ (inverse image)‏ على التوالى . نحصل بهذه الطريقة على تطبيق من المجموعة 
de pama). AX")‏ المجموعات (XMAS LI‏ إلى المجموعة AW"‏ لازال هذا التطبيق 
يحمل الرمز/. بالرغم من أنه من المفروض أن يعطى رمزا مختلفا . بالمثل يوجد تطبيق 
<١ P PAK‏ /. يكن التحقق بسهولة من صحة النتائج التالية : 
(i)‏ إذاكانت Y cimf‏ فإن(9)' Y= f)‏ 


الحلقات الجزئية» التشاكلات والمثاليات Lad‏ 


ii)‏ إذاكاقت ice paa X, X‏ حركيتين من "× وكاتت'7 لمجموعتين جزئيتين 
من F"‏ فإن: 
X c X'> fM c FX), Y c Y'= Hy ofr)‏ 
نستطيع الآن أن نتطرق إلى المبرهنة الأخيرة في التماثل وهي كما يلي . 


Y-Y)‏ \( مبرهنة 
نفرض أن S‏ ,۸ حلقتان» ونفر ض R Sol‏ : 4 تشاكل نواته dh K‏ 
التطييقان 4 و #١‏ ا مذكوران آنفا تقابلا يحافظ على الاحتواء بين مجموعة ا حلقات 
ا جزئية من img‏ ومجموعة ا حخلقات ا جزئية من IR‏ تحوي ۸. في هذا التقابل 

ا مثاليات bls‏ ا مثاليات . 1 l‏ 


البرههان 

نفرض أن 130 U oly T=‏ حلقة جزئية من 7. نود أن تبت أن PU)‏ 
حلقة جزئية من ۸ تحوي K‏ نلاحظ أن 0 > 0 ولذلك× = ((41)40 < (نا)' و 
(حسب (ii)‏ . نفرض أن ٣ ٤ (UY)‏ , وبالتالي Mr), Hr’) E UO‏ وهكذا OL‏ 
TEL 1/314 Ort) = dr) + Or) EU‏ عسوي نة. copay‏ عا إلى أن 
rtr e oY)‏ وبالمثل يمكن إثبات أن ” -و rr’‏ ينتميان إلى GU)‏ وهكذا Op‏ 
OU)‏ حلقة جزئية من ۸. باستخدام (i)‏ نستنتج أن U = GG")‏ . 

نفرض أن ۷ حلقة جزئية من ۸ تحوي ۸. سنثبت أن WV)‏ حلقة جزئية من OT‏ 
وأن OV‏ "م = ۷ . ونكون بذلك قد أثبتنا أن التناظر الذي عمل بواسطة 0 و'# بين 
الحلقات الجزئية T= imo‏ والحلقات الحزئية ل ۸ التي تحوي eK‏ هوتقابل . نلاحظ أن 
WV)‏ صورة تشاكل معين ل ۷ وهو اقتصار 4 على ۷؛ لذلك فإن OV)‏ هي حلقة 
جزئية من T‏ حسب مأخوذة (5-17). نفرض أن or ٤ PAV)‏ هذا يعني أن 
«dr € MV)‏ وبالتالى Gr) = A)‏ حيث ۷ .v e‏ إذن 0 = v)‏ - )4 وبالتالي 
tr-veKk‏ أي أن ۸ + ۷ - م حيث ۸ € ۸ V oy.‏ ج CEET OE‏ 
/اء مو ۷ Gop liagke‏ إلى أن OAV) CV‏ . الاحتواء العكسي واضح. إذن 
-V= ¢ (KV)‏ 


TE‏ الحلقات والحلقيات 


نلاحظ أن الحقيقة التى تشير إلى أن التقابل يحافظ على الاحتواء هى بالضبط 
الشرط (ii)‏ المذكور آنفا . نتر 5 للقارئ أن يتأكد من أن المثاليات تقابل المثاليات : 

من المفيد أن نشير إلى خواص التناظر المذكور سابقا حينما يكون0 هو التشاكل 
الطبيعي ا من الحلقة ۸ إلى حلقة القسمة ۸/۸. فى هذه الحالة» كل حلقة جزئية من 
imi RE‏ وکا سخا EEE PEET‏ ةك 18ر تنشئ اتحاد هذه 
المجموعات المشاركة . ومن ناحية أخرى» كل حلقة جزئية من ۸ تحوي eK‏ هى اتحاد 
مجموعات مشاركة ل ۸ وتستبدلهالة بمجموعة هذه المجموعات المشاركة . وکل lar‏ 
جزئية من RIK‏ صورة تحت تأثير v‏ ا حلقة جزئية ۷ من ۸ تحوي eK‏ ولذلك هى على 
الصورة 7/56 «JIL‏ مثاليات الحلقة RIK‏ نحصل غليها من مثاليات V‏ للحلقة ۸ 
والتي تحوي K‏ 


- بعض خواص الحلقات الجزئية والمثاليات 
(A Y-Y)‏ مأخوذة 
(i)‏ نفرض أن bl {S,: À € A}‏ مجموعة حلقات جزئية (مثاليات على التوالي) 


في Re‏ فتكون ر5( ) T=‏ حلقة جزئية (مثاليا على التوالي) في ا حلقة R‏ 
AeA‏ 


(ii)‏ نفرض أن 
S, E S, sas‏ 


سلسلة تصاعدية (ascending chain)‏ من حلقات > dt‏ (مثاليات على التوالى) فى 


الحلقة ۸ء فتكون S‏ | = 5 حلقة جزئية (مثاليا على التوالي) في ا حلقة ۸ . 


i=l 
البروهان‎ 
مجموعة غير خالية.‎ TO لذلك‎ Oe TOR »2 > ۸ ل اکان ,5 ع 0 لكل‎ (i) 
a-b,abeS, d3\) AEA فيكون,ك € 5 ,4 لكل‎ ca, be 1 نفرض أن‎ 
. ,ط -ه» وعليه فإن 7 تشكل حلقة جزئية‎ ab ٤ 7 وبالتالي‎ AE A لكل‎ 
XE R مثاليا في الحلقة ۸ وكان‎ S, نلاحظ بالإضافة إلى ذلك» أنه إذا كان كل‎ 


الحلقات الجزئية» التشاكلات وال مثاليات Yo‏ 


فإن x0‏ و ax‏ ينتميان إلى كل S,‏ وبالتالي ینتمیان إلى 7. إذن تشكل T‏ في هذه 
الحالة مثاليا فى الحلقة ۸ . 
(ii)‏ من الواضيح e SI‏ رض Sd‏ ع 8 يه فيكون 8 6 هر cmb IDES,‏ 
ز,ة. إحدى الحلقتين الجزئيتين S‏ ,5 تحوي الأخرى؛ وبذلك يمكننا أن نختار 
max {i, j})‏ =( / بحيث b, abe S op ales . ©, b € Sòl‏ » وبالتالى 
5 > طه ,ظ - »© . ويؤدي هذا إلى Sol‏ حلقة جزئية . سنترك للقارئ ا حالة التى 
تكرت Syd‏ لیات . 1 
تسمح لنا المأخوذة (Y-Y)‏ بتعريف الحلقة الحزئية أو المثالي المولد (generated by)‏ 
بمجموعة معطاة من العناصرء لأنه إذا كانت X‏ مجموعة جزئية من ۸» فإن تقاطع كل 
الحلقات الجزئية من ۸ التي تحوي × تشكل حلقة جزئية من ۸ تحوي × أيضاء وهي 
الصغرى من بين الحلقات الجزئية من ۸ التي توي . تطبق ملاحظات ممائلة على 
المخاليات . 


)۱٤-۲(‏ تعريف 
ا حلقة ا جزئية ا مولدة بمجموعة جزئية ×من AR‏ الحلقة ا جزئية الصغرى فى R‏ 
التى تحوي X‏ وا مثالى ا مولد مجموعة جزئية اهو JE‏ الأصغر فى #الذي يحوي X‏ 
LB T‏ نى و غاد LAA‏ لانسلقة اخرقية sigh, T‏ 
de part‏ معطاة ولتكن EX‏ أي الوصف الذي يوضح كيف تبتى pole‏ الحلقة الحرئية 
أو المثالي من عناصر المجموعة ×. سنعطي OYI‏ هذا الوصف . 


)40-7( مأخوذة 
إذا كانت X‏ مجموعة جزئية من حلقة LOG R‏ 
(i)‏ ا حلقة ا جزئية من ۸ا مولدة بواسطة × تحوي كل ال مجاميع ا منتهية للعناصر 
CE A ee he‏ حيث ٭ we= E x, E‏ 
(ii)‏ إذا كانت ۸ حلقة إبدالية محايد» وكانت © # X‏ فإن ا مثالي ا مولد بواسطة X‏ 
هو RX‏ 
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البرههان 


نفرض أن 5 هى الحلقة الجزئية من ۸ المولدة ب . Uy‏ كانت S‏ حلقة جزئية من 
۴ توي × Sols‏ تحوي كل حواصل الضرب المنتهية لعناصر EX‏ وبذلك تحوي 
المجموعة 5 التي عناصرها كل المجاميع المنتهية للعناصر من الصيغة : 


nm l2, د‎ GN, EAEE XX, e Xa 


ومن ناحية g aT‏ لما كانت5 تحوي 0 (لأننا نعتبر الصفر حاصل جمع حدود 
عددها صفر)ء فإنه من الواضح أنها حلقة جزئية من ۸ تحوي ×. لا كانت 5 
ا لحلقة ا لجزئية الصغرى من هذا النوع فإن SDS‏ وهكذا OL‏ هاتين المجموعتين 
Oke glace‏ 

نفرض أن ۸ إبدالية بمحايد . نتذكر أن ×۸ ترمز للمجموعة التي تحوي كل 
العناصر من الصيغة : 1 


n 
n21, € ,ولکل×‎ ٤ ۸۴ لكل‎ V7 x; 
i=l 


إذا كان × يرمز للمثالي في الحلقة ۸ المولد ب فإن كل عنصرد,” ينتمي إلى X‏ 


(i) 


(ii) 


ولذلك RXCX‏ من ناحية أخرىء فإن ×۸ مثالى فى ۸ OY‏ ×۸ تشكل زمرة جمعية 
جزئية من R‏ حسب (Y-Y)‏ وأيضا RRX) = )۸۸(× CRX‏ لكن ۸ حلقة إبدالية» 
إذن 4۸ ×۸ . كما يلاحظ أن RX‏ تحوي X‏ لإنه إذا كان × € ox‏ فإن lx € RX‏ =× 


حقيقة وجود المحايد في R‏ حقيقة مهمة هنا. من تعريف × نستنتج أن ۸ > eX‏ 
وعليه فإن هاتين المجموعتين متساويتان . 


نلاحظ أن وصف المثالى المولد ب ×يكون أكثر تعقيدا فى حالات أكثر تعميما 


(تمرين )١١‏ ولن نعالجه هنا إذ إن اهتمامنا يتركز على الحلقات الإبدالية بمحايد . 


لقد سبق أن عرفنا مجموع مجموعتين جزئيتين غير خاليتين من حلقة» ويمكن 


n 
SS, = S| +--+, = {s5 +...+5, 15; ES) 
i=l 


الحلقات الجزئية ء التشاكلات وال مثاليات YY‏ 
(؟-5١)‏ مأخوذة 


إذا كانت ,ل .... oJ,‏ في ا حلقة J = 3 OG eR‏ مثالي في ا حلقة ۸ . 
i=l‏ 
البرهان 
من الواضح (انظر ا أخوذة (۳-۲)) أن ل تشكل زمرة جزئية جمعية من . إذا 
كان [ ع oj‏ فإن و حيث j eJ‏ لیکن ۸ ع r‏ يلاحظ أن ل € ,ز <r‏ = ز× 
i=l‏ 
وبالمثل jr EJ‏ وإذن د يشكل مثاليا فى ۸ . 
ستختم هذا الفصل بوضف UI OW‏ والمثاليات في Di‏ يعتبر 
تقديم وصف دقيق للحلقات الجزئية لحلقة معطاة إنجازا غير عادي» ولكن يمكن عمل 
ذلك في حالة 7 بدون صعوبة كبيرة . سنحتاج إلى خاصة أساسية ومألوفة 23 تسمى 
خاصة القسمة الإقليدية (Euclidean division property)‏ وهي كما يلي : 
إذا كان 7 > b‏ ,۾ وكان 0 ۶ ط» فإنه d> y‏ عددان صحيحان ۲ و ۾ بحيث إن 
اماع م> 0 , a=bqtr‏ 
هذه النتيجة جزء من دراستنا في المراحل الأولى» وتكمن الصعوبة في تقديم برهان لها 
في أن نقرر من أين نبدأ؟ سنكتفي بالرسم التخطيطي التالي وننصح القارئ غير المقتنع 
بالرجوع إلى كتب أخرى» أنظر مثلا ميرهنة (Y)‏ صفحة ٤4‏ في المرجع 
[Maclane et al, 1967]‏ . 


Y-Y)‏ \( مأخوذة 
ا حلقات ا جزئية من pl‏ بالضبط ا حلقات ا جزئية {na: a € Zy‏ = 71 حيث 


7ع > 0. 


YA‏ الحلقات والحلقيات 
البرههان 

من الواضح أن كلا من المجموعات ال جز ئية 2 يشكل حلقة جزئية من -L‏ نفرض 
Sol‏ أية حلقة جزئية من 7. إذا كانت 5 هى الحلقة الصفرية فإن 07 -5.. نفرض أن 5 
ابسف الق کیہ Tilly‏ کی وى ضر غير مقر aetati‏ 
SOP‏ € و وجوت neppe is‏ قرف عفن 
الأعداد الصحيحة الموجبة . تحوي أية مجموعة غير خالية من الأعداد الصحيحة الموجبة 
عددا أصغرء وهذه خاصة أساسية أخرى من خصائص 7. نفرض أن 7 أصغر عدد 
صحيح موجب ينتمي إلى 5. لما كانت S‏ حلقة جزئية» فهي تحوي بالإضافة إلى N‏ 
العنصر na = (n +...+ n)‏ الذي له lal‏ حداء حيث 7 cae‏ وبالتالی Mh oS‏ من 
ناحية أأخرفي» ذا كان ة pate‏ الخفياريا في Lp S‏ بابغخدام خاصة خوارزمية القسحة 
في ,ل نستطيع ris‏ + 0« - 5 حيث لأ cq, r E€‏ « > م > 20 ويؤدي هذا إلى أن 
cS‏ 07 + ى € و -» -”. إذن إما 0 =” أو أن 5 تحوي عددا صحيحا موجبا pool‏ 
من . وحيث إن الاحتمال الثانى يناقض nj!‏ إذن 0 = ” وبالتالی ۸7 E‏ ۸4 = ىء 
aoe‏ 8 351 لد - 8 i‏ 

من الواضح أن ,77 يشكل مثاليا في 7 وهو مثالي مولد ب . لذلك فإن أية حلقة 
جزئية فى 7 تشكل مثاليا وهذه حالة غير عادية (انظر تمرين .)٠١‏ نلاحظ أن حلقة 
القسمة 1/7 هى الخلقة ,2 لفصول الرواسب قياس 7 التى أشير إليها بدقة أقل فى 
ال abe . Jide‏ سلله اقلق سى الججوعات القاريكه + sll‏ يف 
m‏ یر على كل Z polis‏ إذا كان 0 > alin‏ يكن كتابة iant rijal le‏ 
حيث ۸ > ۲ > 0. وبالتالى ۴ + ۸1 = مم + ۸7 . UU‏ إذا كان 0 < cn‏ فإنه يوجد 
عدد ee‏ من المجموعات المشاركة المختلفة وهي : 

nl = nl +0, nl +1, ..., n + (n - 1) 
: وغالبا ما تكتب بالشكل التالي‎ 
Oh (1), [2], .... الكو‎ 
: يكن التعبير عن العمليات في ,7 كما يلي‎ 
lil + UJ = [i+ J, U] > [i], = li) = [- i 


الحلقات الحزئية » التشاكلات واللمثاليات ۳۹ 


باستخدام خاصة خوارزمية القسمة» نستطيع أن نعبّر عن lita‏ . الخ 


بواسطة أحد عناصر القائمة : 


(0}, [1], [2] , ..., [n - 1] 


بإضافة أو طرح مضاعف مناسب للعدد ۸ . 


تمارين على الفصل الثاني 

إذا كانت ۸ حلقة بمحايد» وكان ل مثاليا فى ۸ يحوي المحايد» فأثبت أن ۸ = .J‏ 
اكتب الحلقات الجزئية والمثاليات للحلقة PO)‏ (مثال حلقة 3) في الحالات 
التي تحوي X‏ عنصرين أو ثلاثة عناصر . 

تفرض أن ۲,2 ,× مجموعات جزكية غير خالية من حلقة ۸. أثبت أن 
XY +Z) CXY+XZ‏ وأن المساواة تحصل عندما تحوي كل من Z‏ ,لا الصفر . 
أعط مثالا لثلاث مجموعات جزئية من 7 لا تحقق المساواة في حالتها . 

وضح أن اتحاد حلقتين جزئيتين من حلقة قد لا يكون حلقة جزئية . ثبت أنه إذا 
كانت“5 S,‏ خلقتين جزئيتين من حلقة ماء فإن S‏ دا S‏ تكون حلقة جزئية إذا 
وفقط إذا كان ”5 SCS NS‏ 

أثبت أن الحقل IK‏ مثاليان فقط . وبشكل أعم أثبت نفس الشيء في الحلقة 
M (K)‏ . 

نفرض أن T(K)‏ مجموعة كل المصفوفات من النوع n‏ × ۸ على الحقل × التي 
تكون عناصرها تحت القطر أصفاراء وأن(7,)K‏ المجموعة الجزئية من T(K)‏ 
التى تكون فيها عناصر القطر أصفاراء وأن D (K)‏ مجموعة كل المصفوفات 
القطرية من النوع ۸ ×۸ على الحقل ۸. أثبت أن كلا من هذه المجموعات 
يشكل حلقة بالنسبة لعمليتي جمع المصفوفات وضربها وأثبت أن 
T,(K)/T,(K) = D,(K) ols T(K) > TK)‏ . (إرشاد: کون تشاكلا 
غامرا من (1,)16 إلى DK)‏ بحيث تكون نواته( )7 ) . 

أعط مثالا يوضح أن العلاقة ”>“ بين الحلقات الجزئية لحلقة» ليست متعدية 
((إرشاد: اعتبر الحلقة ((),7 المعرفة في المثال السابق) . 


=f 
= 


=F 


ge‏ الخلقات والخلقيات 


8 - أثبت أن أي تشاكل حلقات ف يمكن التعبير عنه بالصيغة لم p=‏ حيث٤‏ تشاكل 
غامر وم تشاکل متباين . 

14- إذا كانم تشاكلامن حلقة تامة ۸ إلى حلقة Seb‏ فأثبت أنه إما 
R) = 0,3‏ أو ,1 = ).1 . 

٠‏ - إذا كانت ۸ حلقة بمحايد بحيث تكون فيها أية حلقة جزئية مثاليا فأثبت» باعتبار 
الحلقة الجزئية المولدة ب1» أنه ما (40 = ۸ أو 7 = ۸ أو ,7= 8. bel‏ مثالا 
لحلقة بدون محايد» تكون فيها كل حلقة جزئية مثاليا . 

1 - افرض أن ۸ حلقة» وأن × مجموعة جزئية فيها . صف SUM‏ فى # المولد ب 
N‏ 0 
(۱) إذا كانت ۸ بمحايد 
l)‏ إذا Ybu Og Mu] RIS‏ : 

(ج) بشكل عام . 

VY‏ - افرض أن ۸ حلقة إبدالية بمحايد. أثبت أن ۸ حقل إذا وفقط إذا كان يوجد فى 
LOWER‏ . يقال عن مثالى 14 لحلقة ۸ إنه مغالى أعظمى (maximal ideal)‏ 
إذآ لم يو جد gilts‏ 3 يحقق METER‏ استنتج من المبرهنة )١١-۲(‏ أن M‏ 
مثالي أعظمي في R‏ إذا وفقط إذا كان RIM‏ حقلا . 

1 * - استخدم مأخوذة زورن (Zorn’s Lemma)‏ (انظر مثلا صفحة ۳۳ بالمرجع 
[Kelley, 1955]‏ إذا كنت لم تطّلع سابقا على هذه المأخوذة) في إثبات أنه يوجد 
مثالي أعظمي في كل حلقة إبدالية غير صفرية وبمحايد» واستنتج أنه يوجد 
تشاكل غامر من هذه الحلقة إلى حقل . 

٤*-أثبت‏ التعميم التالي للتمرين ؟١‏ : إذا كانت ۸ حلقة إبدالية تحقق 27401 ولها 
بالضبط OW‏ فإن R‏ حقل . عمم Bl‏ التمرين أيضا. 


CPD رهس‎ 


لقد لاحظنا فى الفصل السابق» كيفية بناء حلقات جديدة من حلقات معطاة بتكوين 
الات ج وات E‏ فى بهذا الفصل tlm ET, TE‏ 
المجموع المباشر لحلقات» حلقة كثيرات الحدود وحلقة المصفوفات . مثل هذه البنى مهمة 
لعدة أسباب : أولها إنها ستضيف أمثلة إلى محفظة أمثلتنا الملموسة» وسيكون ذلك 
مفيدا فى إعطاء نظرة فاحصة إلى مبرهنات معروفة» كما يساعد في تجربة مدى صحة 
بعض النتائج المتوقعة . وثانيها إنه من الممكن في بعض الأحيان إثبات أن بعض الصفات 
الجبرية يمكن أن ترثها الحلقة من مركباتها التي استخدمت في بنائهاء وبالتالي تعميم 
مبرهنة ما إلى فصل أكبر من الحلقات . وثالثها إنه من الممكن إثبات مبرهنات تنص على 
أن حلقات معينة نرغب في دراستها يمكن بناؤها اعتمادا على حلقات معروفة لدينا. 


١-المجموع‏ المباشر 
نفرض أن R‏ ,... ,۸ جماعة منتهية من الحلقات . نفرض أن ۸ هي الجداء 
الديكارتى (cartesian product)‏ للمجموعات ,۸ ونعرف العمليات على R‏ بواسطة 
اجات كينا و 
O ag Sy ail, HS) 1‏ ل و و 


=“, Pora r) =(- Ping =F, 3 


n 


٤١ 
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الك irt) Spas)‏ 
يكن بسهولة إثبات أن هذه العمليات تجعل ۸ حلقة ويكون (0 ,.., 0) هو صفرها. كما 
نلاحظ أن الإسقاطات الإحداثية (coordinate projections)‏ 
T, Cs 557 r) -2‏ 
هي تشاكلات غامرة من الحلقة ۸ إلى الحلقات ,۸. ونعرف هذا المجموع المباشر عندما 
0 = بأنه الحلقة الصفرية (40» OY‏ هذا التأويل سيكون ملائما أحيانا. 


(۱-۳) تعريف 
R illl‏ ا عرفة أعلاه هي ال مجموع ا مباشر ا خارجي (external direct sum)‏ 
للحلقات R,‏ 5 ال[ ويرمز لها بالرمز 
Ri © OR,‏ 


ملاحظة 

يوجد غموض معين فى التعريف المعطى . لنفرض أن ,5 و ”لا ينتميان فقط 
إلى jo Sa} LAIR, IR,‏ فاه gad‏ حي الا يعرف الجسم هل هو path‏ 
في ,۸ أو الجمع في ۸. وحتى نكون أكثر دقة » يجب أن نوضح العمليات في كل ,۸ 
بشكل محدد ونكتب S‏ ,+ ,أو ما شابهه . ومع ذلك» نشير إلى أنه من غير المحتمل أن 
تسبب هذه النقطة غموضا ولذلك لن نتابع نقاشها أكثر . 

من المفيد أن ندرس المجموع المباشر الخارجي بشكل أكثر دقة. نفرض أن ,ل 
مجموعة كل العناصر )0 .... ,0 F‏ ,0 ,... ,0( من ۸ لكل ۸ ,... ,1 = ti‏ أي مجموعة 
pole‏ ۸ التي تكون كل مر كباتها أصفارا ما عدا المركبة التي رقمها i‏ التي من المحتمل 
ألا تساوي صفرا. يستطيع القارئ - بسهولة - أن يثبت أن ,/ تشكل مثاليا في الحلقة 
oR‏ ويعطينا اقتصار الإسقاط الإحداثي 7 على WES,‏ بين ,7 و ,۸ (يلاحظ أن ,۸ لا 


n 
SI; ولا کان‎ MI, = ۸ كذلك‎ (n= 1 تشكل حلقة جزئية من 5 إلا إذا كان‎ 


jzi i=l 


ty حلقات جديدة‎ ely 
. ز3ر3 0 زل‎ = OF مركبتها رقم 1 تساوي صفرا فإن‎ SIR يتكون من كل عناصر‎ 
j#i 


هذه الحقائق تؤدي إلى تقديم التعريف التالى : 


(Y-Y)‏ تعريف 


RaSh @ 


i=l, n رل ر < 0ل لكل‎ =O} (ii) 


jai 

فإن R‏ تسمى المجموع pu‏ الداخلي (internal direct sum)‏ للمثاليات, J‏ 
ونكتبها بنفس طريقة كتابة المجموع المباشر الخارجي» ,7 © ...© ,7 - R‏ وعندما 
0 = ۸ فإننا وول التعريف بقولنا إن الحلقة الصفرية }0{ هي المجموع المباشر الداخلي 
لمجموعة خالية من المثاليات. 

سيتضح سبب استخدام رمز المجموع المباشر الخارجي للتعبير عن المجموع 
المباشر الداخلي بعد المأخوذة التالية . يمكن أن ينظر إلى المجموع المباشر الخارجي على 
أنه بناء حلقة أكثر تعقيدا من حلقات معطاة بينما المجموع المباشر الداخلي هو تهشيم 
الحلقة المعطاة إلى مركبات أبسط . 


(Y-Y)‏ مأخوذة 


إذاكانت R‏ هي ا مجموع المباشر الداخلي لثالياتها _ل.... ,رل 3فإن لكل عنصر 
فى ثيل وخيد على الضورة التالية : 


PoP رصم‎ Patt 
4 n 


sa tod igh IIL عمليات الركبات‎ »R حيث. ل € .7 والعمليات‎ 
ھی‎ 1 f 


EX‏ الحلقات والحلقيات 
اللرهان 
لما كان ,87 = ۸» فإن كل عنصر في ۸ له على الأقل تمثيل واحد على الشكل 
المعطى في منطوق المأخوذة . لنفرض أن له تمثيلين : 
Rte tH HH teeta‏ 


حيث ons ed;‏ وبالتالي فإن: 


EJ; aJJ; = {0}‏ زو رابا دار بر 


j#i jżi 
التمثيل وحيد.‎ ob وبالتالي‎ ٠۶ = r لذلك فإن‎ 
: نلاحظ أنه كنتيجة لفروض الخلقة نحصل على‎ 


(FF... Fn) EG +... +5) =O, $5) fat (r,+'s,) 
m text 7) = CF) + FET 
من تعريف المجموع‎ (ii) لما كان كل ,/ مثاليا قإنه حسب الشرط‎ 5,6 Fe 


المباشر الداخلى : 
C7, 0:7,-40( l‏ رق لكل i#j‏ 
إذن: 
0= رك إذا کان ز± ¡ 
وبالتالي 


Gee ER IG E STS) Fen FEE 
7 : جم‎ r, يلاحظ أن التطبيق‎ (Y-Y) باستخدام نفس رموز منطوق المأخوذة‎ 
على ,/ المرتبط بالتفريق‎ R الإسقاط من‎ T, يسمى‎ SIR حسن التعريف من‎ 
ولأن العمليات على #هي عمليات على المركبات فإنه يكن‎ ۸ =I, ... OJ, 
. بسهولة ملاحظة أن ,7 تشاكل غامر‎ 
يلاحظ أن العلاقة بين المجموع المباشر الداخلي والمجموع المباشر الخارجي‎ 
واضحة» حيث لاحظنا أن المجموع المباشر الخارجي لمجموعة من‎ OVI أصبحت‎ 
» من ناحية أخرى‎ JSR هو المجموع المباشر الداخلي لثاليات‎ ۸, ..., R, الحلقات‎ 
pul المجموع‎ PE الداخلي الاك ,ل ...ل فهي‎ pul إذا كانت ۴ المجموع‎ 


بناء حلقات جديدة ra)‏ 
الخارجي لرل. في الحقيقة العطبيق PMs oven)‏ :240 حيث er‏ العنصر فى ,ل فى 


n 
يعرف تماثلا ل ۸ مع المجموع المباشر الخارجي ل,ل.‎ cr = <, التعبير الوحيد ل‎ 


i=l 
فالاختلاف الأساسى بين المجموع المباشر الداخلي والمجموع المباشر الخارجي هو‎ 
اختلاف مجموعات» ولذلك استخدم الرمز للتعبير عنهما.‎ 


مقفال 
1 © ,1,=1 

نفرض أن ,لا 9 V,‏ هما التشاكلان الطبيعيان من MD‏ ,1 = 7/21 و إلى ,1 = ,7/31 
على التوالي ولنعتبر التطبيق: 

n (Vn), vn)‏ : © من 2 إلى المجموع pou‏ الخارجي ا 1,0 . فكو 
التأكد بسهولة من كون 4 تشاكلا ونترك ذلك للقارئ . يكون ۸ عنضرا فى النواة إذا 
وفقط إذا كان )0 ,0( = V0)‏ , (),۷)؛ أي إذا وفقط ]13 كان 0 = vn) = 0, v,(n)‏ 
وعليه فإن: 

ker@ = kerv, N kerv, = 2/7 34 = 6 

إذن باستخدام (9-7) يكون : 1014 = 1/61 =1 . نلاحظ أن في 1/67 ستة pols‏ 
وبالتالي 1514 فيها ستة عناصر . با أن عدد الأزواج (ab)‏ 6 حيث bel, sael,‏ 
فإن ا © ي/ = img‏ وبالتالي Z,‏ © ر7 =7 . 

إذا رغبنا التعبير عن 7 كمجموع مباشر داخلي OJ,‏ رل لثاليات 3h, PE‏ ,أ 
على التوالي فإننا نستطيع أن نعمل ذلك بالتفكير مليا فيما يجري هنا . باستخدام برهان 
(A-Y)‏ يكون لدينا التماثل ,7 © ,7 ,2 y:‏ الذي يجعل الرسم التخطيطي التالي 


إبداليا. 
9 


1 ATA 
d 


1 


6 
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وإذن/1 يكون في الواقع معطى بواسطة Z, © Z, dS. (lal) = (v(a), v(a))‏ 
هو المجموع المباشر الداخلي J4‏ ® ١ل‏ حيث يحوي Ji‏ كل العناصر (4,0) ويحوي 
5 كل العناصر (ط ,0). إذن باستخدام التماثل y‏ يكون J,‏ © ,ل -,#حيث 
(3) اا = ,7. لکن (J3)‏ اعلا يناظر (J4), kerv,‏ ۷ يناظر ckerv,‏ وإذن 
w'(J5) = {[0], [31}‏ و <41] ,21( ,[0]) = y (J4)‏ 

سيجد القارئ أنه من المفيد لو تحقق بصورة مباشرة من كون ,7 هي المجموع 
المباشر الداخلي لل ,رل كماتم تعريفهما سابقاء وأنه يوجد EU‏ بين ,ل رركو LL,‏ 
على الترتيب . باستخدام نفس الطريقة يمكن إثبات أن: 

67 قا 1_2 


إذا كان 5 r,‏ عددين صحيحين لا يوجد بينهما عوامل مشتركة سوى ±1 . 


؟- حلقات كثيرات الحدود 

قد لا تحظى هذه الفقرة بالاهتمام الكافي من القارئ لكون كثيرات الحدود من 
الموضوعات المألوفة لديه فى دراسته السابقة» لذلك نود أن نشير إلى أن هناك نوعين 
متداولين من كثيرات الحدود ومرتبطين مع بعضهما. وقد يؤدي هذا الترابط إلى بعض 
الإرتباك الذي نود تحذير القارئ منه . سنعطي في هذا البند تعريفا دقيقا لحلقة كثيرات 
الحدود وتوضح كيف نسترجع من هذا التعريف الثرميز العادي المستخدم في كثيرات 
الحدود. وبعد ذلك سندرس العلاقة بين حلقات كثيرات الحدود وحلقات مرتبطة بها 
تسمى حلقات دوال كثيرات الحدود آملين أن يزال أي ارتباك . 


)٤-۳(‏ تعريف 
لنفرض أن ۸ أية حلقة . حلقة كثيرات ا حدود (polynomial ring)‏ على ۸هي 
مجموعة كل المتتاليات (المتتابعات) : l‏ 

gee) 
يكون عدد منته فقط من حدودها لا يساوي صفرا . تعرّف عمليات‎ Ir, ER حيث‎ 
“igh امخلقة كما‎ 


év حلقات جديدة‎ ely 


(Ta) E Sip Sparse) اروز )لك‎ FS a) 
السو اتيب‎ aS Ry لد‎ 
(ga Fp Gop د مسوك‎ Gop f) 
يلاحظ أنه يظهر فقط عدد منته من ا حدود في هذا المجموع لأنه‎ = Sis حيث‎ 
2 j+k=i 

.0 >, 2>: فإن‎ j+k=iolk 

من الجدير بالذكر أن المتتاليات التي سبق الإشارة إليها هي تطبيقات من نوع 
معين من المجموعة (... ,2 ,1 ,0) إلى ۸. ومع ذلك نفضل أن نتجنب هذا الترميز 
الصحيح من الناحية الفنية خوفا من أن يخفي الحقيقة عن العين غير الثاقبة ونترك التعبير 
عن ذلك الترميز للمتضلعين في هذه الشكليات الرمزية . 


ia pa (0—0)‏ 
ينتج عن البناء ا مذكور أعلاه حلقة . 


البرهان 
لنفرض بصورة مؤقتة أن ۸ مجموعة المتتاليات المذكورة آنفا. سنثبت أولا أن «العمليات» 
المعرقة سابقاعمليات على R‏ تفرض أن (...ى Ol pare $= (55) 5,5) = (Foy‏ 
من R‏ . نختار 0 <۸ ċm,‏ إن 0 = ,لکل >m‏ ذو 0 -, لكل ۸ < ز ونفرض 
f= maxim, n}ol‏ وبالتال فان 0 = ۶+ م /<:وإذن8 € 5+ »r‏ كذلك م 
JUL;‏ فإن 0 = ,5 + , و من 
الواضح re Rol‏ أيضا: 
(rs); = Drs‏ 
j+k=i‏ 
(حيث ,( ) ترمز إلى المركبة رقم ا للمتتالية المناسبة). نفرض أن 1 + + 7< 1. 
يلاحظ أنه إما:” < ز أو ” < )في كل حد ,م/ حيث ¡ =« + » في الحالة الأولى 
٣, =0‏ وفي الحالة الثانية 0 -.5 وإذن في كل حالة 0 = -rs‏ وبالتالي فإن 0 -,(75) لكل 


1 +م + < : ويؤدي هذا إلى أن SE R‏ 


۸ الحلقات والحلقيات 


يجب أن نثبت الآن أن شروط الحلقة متحققة . من الواضح أن عملية الجمع 
عملية تجميعية وإبدالية» والمتتالية )... ,0 (O,‏ هى ضفر الحلقة. كذلك: 
(9 :020:8 ع و وبر 
لكل re R‏ لذلك R op‏ زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع . لكي نثبت أن ۸ شبه 
زمرة ضربية يجب أن نثبت أن عملية الضرب عملية تجميعية . نفرض أن ء ,۶ وكذلك/ 
(tyty)‏ دعناصر من DOS. R‏ 


7 71 >[ رخ = نار(ت) ,3 = ((rs)t),‏ 


i+j=n i+j=n \k+l=i 
k+l+ j=n 


(r(st)), = 3 (st); = ا‎ 1 3 3 


k+i=n k+i=n l+j=i 
= Z nsi 
k+l+j=n 


وإذن (rs) = r(s1)‏ . سنترك إثبات قانوني التوزيع كتمرين . وهكذا فإن ۸ تشكل حلقة . 


لنقارن التعريف المعطى بالتعريف العادي لكثيرات الحدود . تعمل هذه المقارنة 
بطريقة أكثر مناسبة لو كانت ۸ بمحايد» لذلك سنفترض هذه الحالة . يستطيع القارئ 
- بسهولة - أن يلاحظ أن التطبيق (... ,0 ,0 (r,‏ ف ” تشاكل متباين من ۸ إلى R‏ 
وبالتالي فإن مجموعة كل المتتاليات (... ,0 ,0 (r,‏ تشكل حلقة جزئية من RPE R‏ 
ننظر إلى R‏ وكأنها We‏ جزئية من R‏ بمطابقة كل ER pare‏ "مع المتتالية (... ,0 ,7) . 
تحوي R‏ العنصر (... ,0 ,1 (O,‏ الذي سنسميه *. يلاحظ من تعريف الضرب أن : 

3. م0010 a‏ ب G0,0, Oe‏ عمد 
وكذلك 
(O Oyaa OF Ty O)‏ = 2 لكل n>]‏ 


n 


بناء حلقات جديدة £4 


يلاحظ باستخدام تعاريف العمليات على R‏ مايلى: 
oe‏ لسو Cit pera hy Dd Gp) LLM, FE Oh od OE Li‏ 


+ (T,, 0, ...)(0, 0, ..., 0, 1,0, ....) = h GX +My x” 
n 


حسب المطابقة التي سبق أن أشير إليها. وهكذا فقد ع التعبير عن المتتاليات بصيغة 
able‏ لكثيرات الحدود. 


ترمير 

نظرا إلى الملاحظات السابقة» سنرمز للحلقة ۸ بالرمز REX]‏ وتسمى حلقة 
كثيرات الحدود على ۸ pee‏ واحد ×. تسمى R pols‏ التي طابقناها مع عناصر 
REX]‏ بكثيرات الحدود الثابتة . سنعبر إبتداء من الآن عن كل كثيرة حدود بالصيغة : 

Rtn tt. FEF 

بدلا من صيغة المتتاليات التي قامت بدورها في بناء حلقة 25 ol‏ الحدود وأوضحت 
at‏ کیرات اللندود یکن Saal‏ فيها كمحاليات معاملاتها من حلقة بذلا من اغتبارها 
نوعا من الدوال . نستطيع في أوقات الحاجة الرجوع إلى استخدام المتتاليات للتعبير 
عن كثيرات الخدود. 


(A-T)‏ تعريف 
لتكن ۸ حلقة بجحايد . ونفرض أن : 
ERE]‏ ساد 
إذا کان 0 # ,7نقول إن درجة ap (degree)‏ ۸ ونکتب Ap) =n‏ هذا يرفق 
درجة بكل عنصر غير صفري في RD‏ سنتفق حتى نكمل التعريف على أن 
o‏ -- (0)0..لذلك فإن 2ه وتطبيق من [×]۸ إلى )© ,1 ti‏ 
(..- ,1,2 ,0( = 2 . من المفيد أن غنح الرمز )20 -) بعض الخواص بتعريف ما يلي : 
م — = بم + زمه -) = n + (— o0)‏ 


(م -) = زمه =( + (مه-) 


Oe‏ الحلقات والحلقيات 


(c0) <1 


ned, لكل‎ 


(V-t)‏ مأخوذة 
إذا كانت R[x]‏ ع q‏ ,pفإن‏ 
Xp + q) < max {Ap), Xq)} G)‏ 
Xpq) > Xp) + Xq) (ii)‏ 
(iii)‏ في حالة كون ۸ حلقة تامة فإن 
Xpq) = Xp) + Xq)‏ 
في هذه ا حالة REx]‏ تشكل حلقة تامة أيضا . 


البروهان 
يكن إثبات الحقائق أعلاه بسهولة عندما تكون واحدة من 4 ,7 أو كلتاهما تساوي 
صفرا. لذلك سنفرض أن : 


Stati (r, #0)‏ اج رع 
X+..4+5, 0" (s,, #0)‏ ,5+ يدا 
وهكذا فإن: 
Xp) =n, Aq) =m‏ 
l 8‏ 
إذا كان max{m, n}‏ = / فإن +5;)x'‏ ;)< = و + م وبالتالی Xp +q) >1 os‏ 
١ i=0‏ 
وهذا يغبت (1). لكي نرى ([1) نفرض أن ys‏ ر = ١‏ . كمافي إثبات المبرهنة 
j+k=i‏ 
m+n 1‏ 
(0-7) يكون 0 = ,1 لكل m+n‏ < 1 وبالتالى “د إلا = وم وعليه فإن: 
i=0 1‏ 


Xpq) > Xp) + Xq) 


0١ حلقات جديدة‎ ely 


أيضا Ty Sp,‏ > ,,,(74) . إذا كانت ۸ حلقة تامة يكون هذا العنصر غير صفري» وبالتالى 
۸ + :7 = (وج)2 في هذه الحالة . بوجه خاص #0 pq‏ كما أن الإبدال في RE]‏ ينتج 
عن الإبدال فى ۸ والمحايد 1 فى ۸ هو نفسه محايد ضربى فى [×]۸» وعليه فإنه إذا 
كانت R‏ حلقة UG‏ فإن REx]‏ حلقة E dal‏ 

تسلك حلقة كثيرات الحدود R[x]‏ بشكل جيد عندما تكون الحلقة ۸ حقلا 
ولنسميه ۸. حيث إن اهتمامنا سيتركز بشكل خاص على هذه الحالة فإننا سندرس 
خواص الخحلقة KE‏ بشكل أكثر تفصيلا . الخاصة الأساسية للحلقة Kix]‏ هي الخاصة 
التالية التى تذكرنا بخاصة خوارزمية القسمة (Euclidean Division Property)‏ 
للأعداد TO‏ والتي سبق الإشارة إليها في نهاية الفصل الثاني . سنستخدم K‏ 
دائما للتعبير عن الحقل . 


(۸-۴۳) مأخوذة 
لنفرض أن b e Kix]‏ ,ه وأن b#0‏ عندئذ توجد كثيرتا حدود وحيدتان q, r‏ 
K]‏ ع بحيث إن: 
a=bq+r, Xr) > Xb)‏ 


البرهان 
سنثبت وجود g, ro‏ باستخدام الاستقراء (induction)‏ على Ha)‏ . سنلتزم 

بالتفصيل أكثر من العادة حتى تكون طريقة الإثبات واضحة . لكل ... ,1 ,0 -7 نفرض 
أن P)‏ تمثل التقرير الذي ينص على وجود Aa) >  امدنع q, ٣‏ . يلاحظ أن PO)‏ 
يمثل التقرير الذي ينص على وجود ” ,۾ عندما 0 = ۾ ويمكن اعتبار 0 = ۲ = 4 في هذه 
الحالة . سنفرض أن P(n)‏ صائب» ونثبت أن (1 + P(n‏ صائب . لذلك نفرض أن © 
لها الصيغة: 

a=a +a xX + ...+ a,x" (a, 40) 
وطلها الصيغة:‎ 

b=b, +b, x4+...4 bx (b, 40) 


o۲‏ الحلقات والحلقيات 


إذا كان / > en‏ نعتبر r=a‏ ,0 = 4. إذا كان / <۸ نعتبر b‏ "× !رط a—a,‏ 
تساوي» مثلا. لقد رتبنا الأمور بحيث إن معامل ”دفي © يساوي صفرا وبالتالي 
Ac) > ۸‏ وإذن باستخدام P(N)‏ نستطيع كتابة : 

c= bq, +r , 0(7”) > 3b) 
وبالتالي‎ 
a = b(40 + a, bî x"! )+r 
= bq +r , Xr) > (b) 
. ٩, ۲ حيث ! "ندا طږه + ون = ۾ وهكذا فقدع إثبات وجود‎ 
: نثبت الوحدانية» نفرض أن‎ 
bq +r = bq' + r' ; Ar), a(r") > 0b) l 
وبالتالي فإن:‎ 
bq-q)=r'-r 
وينتج عن المأخوذة (۷-۳) أن‎ 
dlr’ - م‎ > max{d(r), A(r)} < (b) 


0(b(q - q7) = (Db) + 9)4- q4) 
ولكن ذلك لن يحدث إلا إذا كان‎ (b) + 3)4 - 47 > Ab) وهذا يؤدي إلى أن‎ 
r -١ =0 لذلك 0 = و - 4 وبالتالي‎ Ag - م - = ( و‎ 


a‏ ا 
نفرض أن ۸ ع cc‏ ونفرض أن : 
a=a,ta,x+..+a,x' € K[x]‏ 
سنكتب a(c)‏ للدلالة على العنصر 
G,+4,0+... FEF‏ 
من 6 . إذا كان 0 = a(c)‏ فإننا نقول إن c‏ جذر (root)‏ ». سنترك للقارئ» كتمرين 
إثبات أن» لعنصر ثابت coe K‏ التطبيق a(c)‏ ج rea‏ تشاكل حلقات من [×]۸ إلى 


oY حلقات جديدة‎ oly 


. صورة لكثيرة حدود ثابتة)‎ K (في الحقيقة هو تشاكل غامر» لأن كل عنصر من‎ K 
متطابقات كثيرات الحدود كما سنرى‎ K ستسمح لنا هذه الحقيقة بالتعويض بعناصر‎ 
فل‎ bad GUS 


)4—0( مأخوذة (مبرهنة الباقي) 
لنفرض أن K‏ ع © ولنأخذ ط ا مذكورة فى ا مأخوذة (A-T)‏ تساوي © æ-‏ 


.r=a(c) فيكون‎ 


البرههان 
لما كان ۴ + و(© -) = » وحيث إن 1 = (© -0)8 > O(r)‏ فإن / كثيرة حدود ثابتة . 
نعوض »© = :دفي المعادلة السابقة؛ أو بشكل أكثر دقة؛ نستخدم التشاكل Fe)‏ ج .f‏ 
هذا يؤدي إلى أن: 
+r =r‏ ن -ع) a(c)=q(c)‏ 


)١ ١ -9(‏ نتيجة 


-a تقسم‎ (x—c) OG ca J و »© جذرا‎ € K وكان‎ ca ع‎ Kix] إذا كانت‎ 


ol yl 
: باستخدام المأخوذة )4-1( نحصل على‎ 
a =(x-c)q+a(c) 
=(x-c)q 


لأن 0 = ac)‏ حسب الفرض . 


)1-1 1( مبرهنة 
كثيرة ا حدود K[x]‏ € 4 التي تساوي درجتها 0 < <الها على الأكثر «من ا جذور 
المختلفة فى JK‏ 


oé‏ الحلقات والحلقيات 


البرههان 

لتكن ٩‏ ,... ورت Cy,‏ جذورا مختلفة a J‏ في ۸. سنثبت باستخدام الاستقراء أن 
(» -5) ... ((© =( تقسم 4. نعلم من النتيجة السابقة أن (X = C)‏ تقسم 4. نفرض 
أن (KC) (xc)‏ تقسم a‏ حيث ]| >1. وبالتالي فإن: a= (x-C) ...(x-c)q‏ 
حيث e Kix]‏ ي . لما كان ,© جذرا له فإن: 


F 


i+l 


0=a(c,,,) = E yae) (E =©) ae 
تقسم ۾ حسب‎ «- ©, OP وعليه فإن ,© جذر ل ي وبالتالي‎ egle) = وإذن0‎ 
: وهذا يؤدي إلى أن‎ )٠١-۳( النتيجة‎ 

A= (=e) =e)" 
: بهذه الطريقة نجد أن‎ 

a=(X-¢))..@-¢)9 
.۸ = 0)40( < k وبالتالى‎ G40 كان 0 ۶ » فإن‎ Us 0)4( = ۸ + 0G) ويكون‎ 

قد يكون الوقت مناسبا OV‏ لتدرس العلاقة بين كثيرات الحدود التى عرفناها 

ودوال كثيرات الحدود . لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد . نستطيع كما في مثال حلقة (A)‏ 
أن fad‏ المجموعة ۸۴ (مجموعة كل التطبيقات من ۸ إلى نفسها) حلقة باستخدام 
العمليات النقطية المعطاة كما يلي : 

(f + g(r) = f(r) + g(r) 

(- f(r) =- f(7) 
(f(r) = f(r) g(r) 
ER ولكل‎ f, ۾‎ eR لكل‎ 
سنرفق مع كل 4 تطبيقا‎ .a= a معد‎ x +... ۴4, x" ع‎ R[x] لمكن‎ 
: بطريقة واضحة» أي أن‎ O(a): ROR 
Kar)=a tart. +a r" ; (FER) 

وبالتالى فإن6 تطبيق من [×]۸ إلى “8. يلاحظ أن 9. بصفة عامة» ليس متبايناء 
tae‏ قن Col ASSAF‏ جدود تاقتاق من إلى ھا کال سط 
ليكن ,7 = ۸ الحقل الذي يحوي p‏ عنصرا وحيث ep‏ أولي» ولنعتبر كثيرة الحدود 
:د- #د. المجموعة و1 c‏ مجموعة كل العناصر غير الصفرية في Pel,‏ زمرة ضربية 


بناء حلقات جديدة 00 


OB وهكذا‎ Pl = 1 وإذن كل عنصر 0 ۶ في ,7 يحقق المعادلة‎ p-1\ss, 

۲-0 - ”” لكل ,7 ٤‏ ۲ با فيها 0 ger‏ هذا أن التطبيق الذي bly‏ كثيرة الحدود 

× - ”د هو التطبيق الصفري بالرغم من أن × - ”د لا تمثل كثيرة الحدود الصفرية . 
سنو ا ر چې رياه . نفرض أن b € Rix]‏ ,4. 


b= Dae!‏ , کو که 
i=0‏ 
وبالتالي فإن: 


n 
a+b=9 (a+b x 


i=0 
وإذن لكل ۸ € يكون‎ 
0(a+b)(r) = 3 (a; + b,)r' = Yar + yb; r! 
i=0 i=0 i= 
= Ha)(r) + Ab)(r) = (Aa) + Ab))(r) 
> Lal . ۸* وذلك حسب تعريف الجمع في‎ 


w=} Zun) 


i=0 \ j+k=i 
وبالتالي فإن:‎ 
27 ١ 2n ١ 
الات (")(طه)6‎ Yah r= X Fajr’. byr 
i=0 \ j+k=i i=0 | j+k=i 


[EE 


= a)(r).Kb)(r) = (Aa) Ab))(r) 


ot‏ الحلقات والحلقيات 


وذلك حسب تعريف الضرب في RY‏ وعليه فإن6 [SLES‏ حلقات . تسمى 1MO‏ حلقة 
دوال كثيرات الحدود على ۸ . لذلك يكون التطبيق ۸۴ © f‏ دالة كثيرة حدود إذا وفقط 


n 7‏ 
إذا كان يوجد dy .... 4, 6 R‏ بحيث إن ۶)٣(= $ ar‏ لكل ۸ ٤‏ . يلاحظ أن 
i=0‏ 
68 تحوي كل عناصر SIRE]‏ تتلاشى عند التعويض بعناصر R‏ وتحدد كثيرتا 
حدود Rix]‏ ع b‏ ,4 نفس التطبيق فی ۸۴ إذا وفقط إذا كان .a—b e kerO‏ فى حالة 
کون ۸ حقلا يكن بسهولة إيجاد معيار للتطبيق 0 حتى يكون متباينا . 


)١5-9(‏ مبرهنة 
يكون التطبيق K“‏ > [×]۸ : 0 ا مذكور أعلاه متباينا إذا وفقط إذا كان × غير 


البرههان 

نفرض أولا أن K‏ غير منته . لتكن a E kerb‏ فيكون 0 = (4)7» لكل ere K‏ أي 
أن كل عنصر من K‏ هو جذر ل». نلاحظ حسب مبرهنة )١1-7(‏ أن أي عنصر غير 
صغري في KE]‏ له عدد منته من الجذور ويؤدي هذا إلى أن 0 = ۾ لأن 2 لها عدد غير 
منته من الجذور . وإذن (40 = KerO‏ وبالتالي فإن 0 متباين . 

لنفرض الآن أن K‏ منته» Dl gh RIG‏ ۲ے E E‏ عند یکر ۸5 
1و (,7-) ... (xr)‏ عنصر غير صفري من KX]‏ ولكثيرة الحدود هذه كل عنصر 
من pole‏ × جذر» وبالتالى فهى عنصر من obe‏ 16676 . إذن }0{ kerO Z‏ إذا كان 

إن فكرة العنصر الأولي في الحلقة Kx]‏ (حيث K‏ حقل كالعادة) هى خاصية 
ا وس ناك او ا سريف المت الأول ق خاةةالأأعداة اة 
رمق الم أن shes‏ كل pate‏ سن KIX]‏ یکن کات كحاصل ضرب عدد من 
عناصر iJa YIK]‏ بطريقة وحيدة . لن نتابع هذه النقطة. حيث ستناقش بشكل أكثر 
تفصيلا مستقبلا . في الحقيقة سيتركز جزء كبير من الفصل التالي على خواص تحليل 
(factorization)‏ من هذا النوع . 


ov حلقات جديدة‎ ely 


۳ - حلقات المصفوفات 

إذا كانت ۸ آي حلقة » فإننا نستطيع أن نعرف M (R)‏ مجموعة كل المصفوفات 
من النوع 7 × التي عناصرها في ۸» بنفس الطريقة في حالة كون ۸ WE‏ إذا عرف 
الجمع والضرب بالطريقة العادية» فإن M (R)‏ تشكل حلقة . يمكن إثبات ذلك بنفس 
الطريقة كما في حالة الحقل . والسبب الرئيسي لدراسة المصفوفات على حقل قبل 
pe pb ys‏ ها الطبيعى عند دراسة التحو يلات الخطية (linear transformations)‏ 
للفضاءات المتجهة على حقل . ل ČS‏ سندرس الحلقيات (modules)‏ على حلقة والتى 
نحصل عليها بطريقة ما عندما نستبدل حقل الفضاءات المتجهة بشيء أعم وهو الحلقةء 
فإنه لن يكون مستغريا لو تعرضنا لمصفوفات على حلقات معينة في مكان آخر في 
الكتاب . لن clos‏ إلى معلومات كثيرة عن حلقات المصفوفات» لكن الملاحظات 
التالية لها أهمية عامة . 


ملاحظات 
١‏ - نفرض أن ۸ حلقة وأن }0{ # R?‏ (أي یو جد ۸ s ٤‏ بحيث إن #0 Ors‏ 


فيكون: 


0 gir 0 0 0 Û rs r OIG 5 
f lg 1 1 5 4 7 9 1 olo 1 

وعليه MARO‏ غير إبدالية . بالمثل عندما تكون 2 ١<‏ فإن M (R‏ غير إبدالية . 

وفي الواقع» تكون M (R)‏ إبدالية إذا وفقط إذا كان 1 = ۸ وكانت R‏ إبدالية . 

. نقول بشكل دارج إن (1,)۸ لها كثير من الحلقات الحزئية وقليل من المثاليات‎ -Y 
(upper trianglular للمصفوفات المثلثية العليا‎ 25 AI تكون المجموعات‎ 
«(lower triangular matrices) والمصفوفات المثلثية السغلى‎ « matrices) 
والمصفوفات القطرية وكذلك المصفوفات التي تكون عناصر مجموعة معينة‎ 
من صفوفها أو أعمدتها تساوي صفرا حلقات جزئية . يستطيع القارئ المهتم‎ 
M (J) هي بالضبط المجموعات الجزئية‎ M, (R) المثاليات في الحلقة‎ degil 


JAR حيث‎ 


الحلقات والحلقيات 


من المفيد في التعامل مع المصفوفات عادة أن نستخدم المصفوفات E | E M (R)‏ 
التى عددها tr?‏ حيث يساوي عنصر المصفوفة GE‏ الموقع Gf)‏ المحايد» 
ويساوي باقى عناصرها أصفارا (نفترض طبعا أن R‏ حلقة بمحايد) . إذا كان 
e(r) ٤ M (R)‏ فإنه يكن التعبير عنه بطريقة وحيدة كتركيب خطي على 
الصورة ,2 Er,‏ . إذا كانت ۸ هي ال حقل M (K) Op eK‏ تشكل فضاء متجها 
ذا بعد n? (dimension)‏ على K‏ والمصفوفات E‏ تشكل اساسا (basis)‏ له على 
K‏ . يلاحظ أن ضرب المصفوفات ٤‏ هو حسب القاعدة : 
EB, By = Gy E,‏ 

حيث ,6 هي دلتا كرونكر (Kronecker delta)‏ ويمكن بسهولة التأكد من أن 
ë M (K)‏ جبرية (algebra)‏ على الحقل 1 حسب التعريف التالي : 

الجبرية على الحقل K‏ هي مجموعة 4 تشكل حلقة وفضاء متجها على K‏ 
بحيث يكون لهما نفس بنية الزمرة الجمعية ويتحقق الشرط : 

A(ab) = (Aa)b = a(Ab) 

لكل ۸ b ٤‏ ,۾ ولكل K‏ 6 ۸. لن نحتاج إلى هذا التعريف المهم في كثير من 
الموضوعات فى هذا الكتاب. 
يكن تعريف التطبيق ۸ ج det: M (R)‏ الذي يرسل المصفوفة إلى محددها 
(determinant)‏ في حالة كون الحلقة R‏ إبدالية بنفس الطريقة التي عرف فيها 
فى حالة كون ۸ حقلا. ويمكن التأكد من صحة كثير من خواص المحددات 
على حلقة إبدالية بنفس الطريقة كما لوكانت هذه المحددات على حقل » دون 
تغيير في البراهين» وبعض هذه الخواص سنحتاجها مستقبلا . 


تمارين على الباب الثالث 
أي من فصول الحلقات التالية يكون مغلقا تحت تأثير تكوين : 
(i)‏ حلقات جزئية (ii)‏ حلقات قسمة 


(ii)‏ المجاميع المباشرة  (iv)‏ حلقات كثيرات الحدود 
(v)‏ حلقات المصفوفات ؟ 


0۸ 


=ý 


بناء حلقات جديدة oF‏ 


(١)الحلقات‏ الإبدالية ‏ (ب)الحلقات بمحايد 
)>( الحلقات التامة ( د )الحقول. 

. برهانا أو مثالا مناقضا لكل حالة‎ bel 
لتكن ۸ ,... ,1,2( > 5 ولتكن ۸ أية حلقة . أثبت أن85» المجموعة التى تحوي‎ 
كل التطبيقات من 5 إلى ۸ والتي تشكل حلقة تحت تأثير العمليات النقطية كما‎ 
ل« نسخة من‎ RO ... ©۸ المجموع المباشر الخارجي‎ PU c (A) في مثال حلقة‎ 
.R 
مجموعة جزئية من‎ E من العناصرء وأن‎ n نفرض أن × مجموعة منتهية فيها‎ 
: بالقاعدة‎ (EJ ولنعرف التطبيق ,7 د × : ر (التطبيق المميز‎ X 

Xz (x) = 0 ( # E) 

XO =1 (x e E) 
هي معرفة في مثال حلقة‎ LS) P(X) من الحلقة‎ WE د £ يشكل‎ x, أثبت أن‎ 
لو الات‎ PX) = LO.. @ L of إلى الحلقة 12 . استنتج‎ ))5( 
باستخدام التمرين السابقى:‎ (summands) 
لتكن ۸ أية حلقة . اعتبر المجموع المباشر الخارجي 7 © ۸ = 7 ۸وا زمرة‎ 
: بالقاعدة‎ R © Z جمعية وعرّف الضرب على‎ 

(r. n) (r, n) = (rr +n +nr, nn) 

أثبت أن ذلك يجعل R‏ حلقة مع )1 ,0) كمحايد» وأن المجموعة التي تحوي 
كل العناصر (7,0)» حیث ۸ cr ٤‏ تشكل حلقة جزئية من PUR‏ ۸. يسمح 
لنا هذا Ob‏ نغمر حلقة اختيارية فى حلقة بمحايد. 
إذا كانت7 cola ۸, S,‏ فأثبت أن: 

R@(S@T)=ROSOT 
حلقة جزئية من‎ S ۸ء وكانت‎ =J, OJ, المجموع المباشر الداخلي‎ R إذا كانت‎ 
RIJ =J أثبت أيضا أن‎ S=J, © (SAT) فأثبت أن‎ J, GFR 
ZO 7 الحلقة‎ pey 7 أثبت أن الحلقة‎ 


=Y 


الحلقات والحلقيات 


split SI ie eh OL, 3 asshole 
ode فى ,2 هو‎ pare أثبت أيضا أن أي‎ (1,0)x? - (1,0)x € (Z,®7Z, [x] 
oh ١-۳( 2ح[ 2] . قارن ذلك مع المبرهنة‎ - [2]x € Zi] لكثيرة الحدود‎ 
حلقتين وكانت‎ R, R, (الخاصة الشاملة للمجاميع المباشرة). إذا كانت‎ 
(الداخلى أو الخارجى) وكانت ,۸ د ۸ © الإسقاطات‎ ۸ = ۸, OR, 
يوجد تشاكل‎ 7, : 5 >R, الإحداثيةء فأثبت أنه لكل حلقة 5 ولكل تشاكل‎ 
: وحيد ۸ ج 5 : 77 يجعل الرسوم التخطيطية التالية تتبادل‎ 


R. 
1 
ý 
7 
5 R 
n 

باستخدام فكرة التمرين السابق أو سواهاء أثبت أنه إذا كان ,4۸ (i= 1,2) J,‏ 
فإن: 


(R ORY, © J) = (RJ) © (RJJ) 

إذا كانت ۸ المجموع المباشر الداخلي J, © ... © J,‏ =۸ للمثاليات J,‏ فأثبت 
أنه إذا كان oJ,‏ ,£ لكل #,...,1 = 1 فإن 
L,@L,®..@L, (*)‏ 
يشكل مثاليا في الحلقة ۸ . 

لنفرض الآن» أن كل J,‏ يشل حلقة بمحايد ؛ أي أنه يوجد,7 e E‏ 
بحيث إن ×= ,» ×= × ٤,‏ لكل J,‏ © × . أثبت أنه في هذه الحالة يكون كل مثالي 
في IR‏ الصيغة (*). أخيراء إذاكانت 7 هي الحلقة التي نحصل عليها من 17 
بتعريف أن حاصل ضرب أي عنصرين يساوي صفراء فأوجد كل المثاليات 
للحلقة 7 © / وقارن بالحالة التي سبق أن درست . 


Ve 


atc 


qi حلقات جديدة‎ ely 


7- (الخاصة الشاملة لحلقات كثيرات الحدود) . إذا كانت ۸ حلقة إبدالية محايد» 
وكانت 5 حلقة إبدالية» وكان5 ب 2 : © WSLS‏ وكان5 € ۾ فأثبت أنه 
يوجد تشاكل وحيد 3 ج R[x]‏ : ۷ بحيث إن : 

reRJS مي‎ = 900 (G) 
VO) =a (il) 
بمحايد ؟‎ R ماذا يحدث لو لم تكن الحلقة‎ 

۳ * - أوجد كثيرة حدود درجتها م في dla]‏ (م عدد أولي) Aly‏ يكون كل 

عنصر في ,2 جذرا لها وأثبت أنه لا يكن ايجاد كثيرة حدود أخرى غير صفرية 

يكون كل عنصر من a‏ 7 جذرا لها وتكون درجتها أقل من . أوجد أصغر درجة 

لكثيرة حدود غير تافهة في Pale]‏ بحيث يكون كل عنصر في ,7 جذرا لها. 


(لفس )2 


التحليل في الحلقات التامة 


النتيجة الأساسية فى هذا الفصل هى وجود تحليل وحيد لعناصر حلقات تامة معينة 
(تسمى حلقات تامة رئيسة) إلى عناصر أولية . ولذلك تتصرف هذه الحلقات في هذا 
ا لخصوص كما تتصرف الأعداد الصحيحة . سنثبت أن خاصة مشابهة لخاصة خوارزمية 
القسمة فى 7 تكفى OV‏ تجعل حلقة تامة حلقة تامة رئيسة . 


-١‏ الحلقات التامة 

لنتذكر تعريف الخحلقة التامة الذي أشير إليه في نهاية الفصل الأول وهي حلقة 
إبدالية ايد لايساوي الصفر ولا يوجد فيها قواسم الصف رء.والشرط الاير يودي 
إلى صحة استخدام قانون الاختصار للضرب في الحلقات التامة» أي أنه إذا كان ۶0 a‏ 
وكان ره = ×ه فإن ر = ×. قد يكون من المناسب الإشارة إلى أنه لا يوجد اتفاق شامل 
على تعريف الحلقة التامة؛ بعض المؤلفين يحذفون الشرط 1 +0 وبعضهم يسقطون 
شرط الإبدال. المثال الأكثر وضوحا على حلقة تامة هو حلقة الأعداد الصحيحة 7. 
كذلك أي حقل هو حلقة تامة» ولذلك بصفة خاصة» ,7 حلقة تامة عندما يكون م 
عددا أوليا. من ناحية أخرى لا تشكل Z,‏ حلقة UG‏ إذا كان n‏ عددا غير أولي بسبب 
وجود قواسم للصفر ؛ وكمثال على ذلك 7 حيث العناصر [2] و ]3[ ليست صفرية ؛ 
لكن ]0[ = ]6[ = ]2[ [3]. 


Ww 


Té‏ الحلقات والحلقيات 


تبرز الحلقات التامة بشكل طبيعي في بعض التخصصات الرياضية المهمة ؛ حيث 
تظهر كثيرا على الصور التالية : 


(1) حلقات جزئية من حقل. إذا كان K‏ حقلا فإنه لا يحتوي قواسم للصفرء لأنه إذا 
كان K‏ ع 5,»© وكان 0 = ab‏ فإن : 
b=1.b=(a'a)b = a '(ab) =a'.0=0‏ 

كذلك K‏ حلقة إبدالية بمحايد لا يساوي الصفر» لذلك فإن K‏ حلقة تامة . من الواضح 
أن أية حلقة جزئية من K‏ ولها نفس المحايد» تشكل حلقة تامة . فالحلقات التامة تظهر 
بشكل طبيعي كحلقات جزئية من الحقول» وفي الواقع سنرى بعد قليل أن كل حلقة 
تامة تظهر بهذه الكيفية . تؤدي حلقات جزئية معينة من حقل الأعداد المركبة © دورا 
مهما في نظرية الأعداد الجبرية» مثل حلقة أعداد جاوس والتى سبق أن أشير إليها فى 
مثال حلقة )0( وقد فزت الأعداذ الصحيحة دراسة مثل ode‏ اخلقات» ويشمل 
ذلك محاولة الحصول على خواص لهذه الحلقات مثل وجود ووحدانية التحليل إلى 
عناصر أولية . 


(۲) حلقات Ol es‏ الحدود. لقد لاحظنا فى (۷-۳) أنه إذا كانت ۸ حلقة cil‏ 


فكذلك تكون REX]‏ بالاستقراء نستنتج أن حلقة كثيرات الحدود XJ‏ ,... , ]۸ في n‏ 
متغيرا تمثل حلقة تامة ويمكن أن تعرف ب (REY , .... x, DE]‏ تهتم نظرية الهندسة 


الجبرية بالأشكال الهندسية التى تظهر كمجموعات لحلول معادلات كثيرات الحدود 
5 الفضاءات التآلفية (affine and projective spaces) AEP‏ التى يكون بعدها 
على حقل يساوي . وكمثال على ذلك» يمكن وصف كرة الوحدة في الفضاء الإقليدي 
اللائ بأنها مجموعة حلول المعادلة 7-1-0 + OTL rene ply A‏ 
تتطلب هذه الدراسة تحليلا دقيقا لبنية الحلقات التامة من الشكل [,.... REX, s‏ والآلية 
التي clos‏ إليها من الحلقات الإبدالية في دراسة نظرية الأعداد الجبرية والهندسية الجبرية 
عوجت علاجا شاملا في المرجع ]1958 .[Zariski et al,‏ 

كما سبق أن ذكرناء كل حلقة تامة تظهر كحلقة جزئية من حقل. وهذا هو 
الموضرع التالي الذي سندرسه. 
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)١-4(‏ مبرهنة 
إذا كانت ۸ حلقة تامة» فإنه يوجد حقل K‏ يحوي حلقة جزئية pU‏ ۸ . 


البرهان 

سيذكرنا البرهان بالطريقة التى بُتى بها حقل الأعداد النسبية من الأعداد 
الصحيحة . كانت التفاصيل #تطلب جهدا ومسباحة لذلك ستكتفي بإعطاء الخطوات 
Ole Uday all‏ 1 


الخطوة )4( 
عرف على مجموعة الأزواج المرتبة {r)i rr, ER, r, FOP‏ = 5 العلاقة 
,7,5 = رک ,مات )5,5( ~ (ر/ ,,”) وأثبت Be GI‏ تكافؤ. 


(Y) الخطوة‎ 

عرف [rr]‏ بأنه فصل تكافؤ 5 الذي يحوي الزوج المرتب (rr)‏ وافرض 
أن × مجموعة كل هذه الفصول . آخذين في الاعتبار أن [ry rl‏ يمثل الكسر Erry‏ 
لنعرف عمليتي الجمع والضرب على مجموعة فصول التكافؤ كما يلي : 

rch) [sp s] =[7, HEE s] 
Eel s) =[r, SETS] 

أثبت الآن أن هاتين العمليتين i ple‏ على ۸. ويتضمن هذا إثبات أن 0غ ,78 
(نحتاج عند هذه النقطة إلى غياب قواسم الصفر) وأن تعريفي العمليتين لا يعتمدان 
على مثلي فصلي التكافؤ . 


الخطوة (۳) 
تحقق من أن K‏ يحقق شروط الحقل مع هاتين العمليتين» أي أن ۸ و K\{0}‏ 
تشكلان زمرتين إبداليتين» الأولى بالنسبة إلى عملية الجمع والثانية بالنسبة لعملية 
الضرب وكذلك يتحقق أحد قانوني التوزيع . العنصر الصفري هو فصل التكافؤ الذي 


اد الحلقات والخلقيات 


يحوي جميع الأزواج المرتبة r)‏ ,0( حيث 0 6 عر والعنصر المحايد الضربي هو فصل 
التكافؤ الذي يحوي جميع الأزواج المرتبة 7 (n‏ حيث 0 rA‏ أيضا: 


لور حا > ل =i‏ 


لقت atl?‏ إذا كان #0 r,‏ 
الخطوة (4) 
أثبت أن التطبيق >2 ف :هر اعرف ب [1 ulr) = [r,‏ هو تشاكل متباين . لذلك 
UR)‏ حلقة جزئية من UK‏ ۸ . 1 


يسمى الحقل الذي تم بناؤه dale‏ حقل الكسور (field of fractions)‏ للحلقة 
التامة ۸. ويوجد ols)‏ مفصل لهذه الحقيقة في المرجع ]1967 [Maclane et al,‏ . 


Y‏ - القواسم» عناصر الوحدة والعناصر المتشاركة 

إن الهدف هو إيجاد شيء مشابه لخواص التحليل الموجودة فى 2 فى صنف 
واضع من الخلقات» وبضفة خاصة في خلقآت تامة معيتة. وقد سبق أن الحا إلى 
خواص التحليل في 7 عدة مرات . للتوضيح سنلخص هذه الحقائق والتي هي بدون 
شك مألوفة للقارئ. أولاء يسمى 7 © عددا أوليا إذا كان (i)‏ 1+ م (ii)‏ إذا كان 
طه = ca, b e Li ep‏ فإنه إما 1خ - » أو 1 5. مبرهنة التحليل الوحيد في 7 
هي كما يلي : 

يكن تحليل كل عدد صحيح غير صقري den‏ الصورة : 

ELp ap 

حيث 0 p, om2‏ أعداد أولية موجبة . هذا التحليل وحيد تحت سقف (upto)‏ ترتيب 
الأعداد ,م cs‏ لا نأخذ بعين الاعتبار الترتيب الذي تظهر به الأعداد ,م) . 

هذه هي المبرهنة التي نرغب تعميمها. سنلاحظ أن هذه الحقيقة حول 7 هي 
حالة خاصة . سنتعامل خلال هذا الفصل معاملة شاملة مع الحلقات التامة بالرغم من 
أن بعض النتائج صحيحة بشكل أعم ولكن الفرض أن ا حلقات المستخدمة هي حلقات 
تامة سيجعل الأشياء أكثر وضوحا. 


التحليل في الحلقات التامة VW‏ 


تسرمسيز 
سنكتب *۸ UYU‏ على مجموعة العناصر غير الصفرية فى الحلقة ۸ . 


(Y-t)‏ تعريف 

إذا كان 5و عنصرين من حلقة تامة oR‏ فإنه يقال إن يقسم S‏ (ويرمز WU‏ 
rls ja JL‏ ) إذا وجد عنصر ۸ € 4 بحيث إن ۲۲ = -S‏ يسمى ٣‏ فى هذه ا حالة 
عاملا (factor)‏ أو قاسما (divisor)‏ للعنصر 5. فا معادلة 0 air‏ أن كل عنصر 
من ۸هو قاسم للصفر بالرغم من كون ليس فيها قواسم pial‏ . يبد و أن هذه 
ا مصطلحات غير جيدة ولكن يبدو أنها لا تؤدي إلى أي ارتباك من الناحية العملية . 
نشير من ناحية أخرى إلى أن الصفر لا يقسم أي عنصر غير صفري في ۸ . 

ماذا يحدث لو تفحصنا خاصية التحليل في حقل الأعداد النسبية 6؟ إذا كان 
er s e Q*‏ فإن (r/s)s‏ = » وبالتالي فإن أي عنصر في QF‏ يقسم كل عنصر آخر 
فيها . لذلك لا توجد أعداد مرشحة لتكون أعدادا أولية في @» وبالتأكيد لا يكن 
الوصول إلى وحدانية التحليل فيها. و يمكن تجنب هذه الصعوبة بالاتفاق على عدم 
الخوض فيها ولكي نقوم بذلك clos‏ إلى بعض التعاريف الآخرى . 


)۳-٤(‏ تعاريف 

)1( نفرض أن حلقة تامة . يقال عن عنصر إنه عنصر وحدة (unit)‏ فى إذا كان 
paling Wiking pate PEA T gl Fidel aol‏ 
في ۸ بحيث إن | = 4۷ . 

(ب) نفرض أن ۸ حلقة تامة . نقول عن عنصرين S‏ ,۲ من R‏ إنهما متشاركان 
(associates)‏ إذا کان r‏ يقسم S‏ وكان S‏ يقسم ”. 


ملاحظات 


)١(‏ من الواضح أن أي pais‏ وحدة هو عنصر غير صفري . وسنلاحظ أن مجموعة 
عناصر الوحدة فى الحلقة التامة تشكل زمرة بالنسبة لعملية الضرب . وكمثال 


الحلقات والحلقيات 


على tus‏ إن 2 لها عنصرا وحدة هما 1+ وهما يشكلان زمرة دوروية رتبتها 2 
مولدة بالعنصر 1-. من ناحية آخرى» مجموعة عناصر الوحدة في © هي *() 
وهي أكبر ما يمكن . بالتأكيد تشكل *0) زمرة ضربية لأن Q‏ حقل . باستخدام 
(Y-Y)‏ وبفحص درجات كثيرات الحدود يمكن استنتاج أن عناصر الوحدة في 
KL]‏ هي كثيرات الحدود التي درجتها صفرء أي هي pols‏ *)1. 

إذا کان ۸ ع ۾ وكان )؛ عنصر وحدة في ob R‏ يو جد ۷ بحيث إن 1 = uv‏ 
وعليه فإن .a=u(va)‏ وبالتالي فإن أي pare‏ وحدة يقسم كل عنصر في ۸ 
LS)‏ يقسم 1+ كل عنصر في AL‏ 

يلاحظ أن 2و 1 بالرغم من أنهما ليسا متشاركين في 7 فإنهما متشاركان كعنصرين 
من حلقة أكبر Ory‏ وبصورة أعم » nol paal‏ ,من *2 يكونان متشاركين 
في 7 إذا كان ۸ ± = Lary om‏ يكونان دائما متشاركين في () . لذلك فإن مفاهيم 
القسمة وعناصر الوحدة والتشارك لا تعتمد فقط على العناصر بل تعتمد أيضا 
على الحلقة التي تنتمي إليها هذه العناصر . لذلك فإنه في بعض الأحيان قد يكون 
من الضروري التأكيد على ذلك بالتحدث عن التشارك في ۸ . . . الخ . 


VA 


(Y) 


(Y) 


ترميز 


لقد سبق أن تم تعريف الجداء AB‏ لمجموعتين غير خاليتين B‏ و A‏ من حلقة ۸ . 


في الحالة التي تكون فيها tA = {a}‏ أي مجموعة تحوي عنصراوحيدا»» سنكتب aB‏ 
بدلا من 4(8). يمكن بسهولة التأكد من أن( » {ar : r‏ = 48 بالرغم من أنه لم 
يعرف بهذه الطريقة . باستخدام .)١5-1(‏ إذا كانت ۸ حلقة تامة فإنه يمكن التأكد 
بسهولة أن (Ra si) aR‏ يشكل مثاليا مولدا pawl‏ 4. 


ستثبت الآن مأخوذة جامعة تضع التعاريف التي سبق التطرق إليها في مواقعها 


Ail 


(4-4) مأخوذة 


إذا كانت احلقة تامة» فإن: 
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5 يقسم t‏ إذا وفقط إذا كان SR DIR‏ 
)ا عنصر وحدة فى R‏ إذا وفقط إذا كان ۸ = UR‏ 
تشكل ا لجموعة U‏ توي كل عناص رالوحدة للحلقة التامة #زمرة إبدالية 
deal‏ لعملية اضرب وإذا كان ve Udpiviu Sy u € U‏ 
علاقة التشارك علاقة تكافؤ على ۸ وللاختصار نرمز لها بالرمز ~. ويكون 
فصل التكافؤ لهذه العلاقة الذي يحوي العنصر ۾ على الصورة {au:u € U}‏ 
وكذلك 

a~b&aR=bR & a= bu 
R حيث لا عنصر وحدة فى‎ 
العلاقة «يقسم» منسجمة مع - ومجموعة فصول التكافؤ ترتب جزئيا بواسطة‎ 
. العلاقة ا محدثة بالعلاقة «يقسم)‎ 


(i) 
(ii) 
(iii) 


(iv) 


(v) 


البرههان 


إذا كان 5 يقسم). فإنهيوجد sr oltor E‏ -:. لذلك 
لاج -tR = (sr)R = s(rR)‏ وبالعكس» لنفرض أن 58 ح AR‏ فيكون 
IR‏ € 1 -: وبالتالي ESR‏ ا وإذن sr‏ ؛ لعنصر ۸ er ٤‏ وبالتالي tenes‏ 
باستخدام (i)‏ نحصل على : 
U‏ عنصر وحدة © /ايقسم [ © ۸= 21۸ -uR‏ 

ويعطى هذا النتيجة المطلوبة . 

LEE EE AE‏ فإنهيوجد2 E‏ ر۷ ۷بحيث إن 
(u, v) (u, v) = 1 Od) gu, ۷ = u,v, > 1‏ = (ر۷ (u, u) (V,‏ وبالتالي 
u, u, © U‏ أيضا U‏ © 1 والعنصر ,نا ينتمى إلى U‏ ويكون معكوس u,‏ 
الضربي . وعليه فإن U‏ تشكل زمرة بالنسبة لعملية الضرب وهي إبدالية RY‏ 
isl!‏ نفرض الآن أن 1 = VOT, uw‏ يقسم نا فيكون ۷۷ = ها حيث ۸ WE‏ 
وبالتالى pasvdsl.v(vw)=1‏ وحدة. 

می القع فداه ذا Bla salb OW 13) LBs‏ لما كان ».1 = ۾ فإن ۾ - ۾ 
وبالتالي فالعلاقة انعكاسية . كذلك العلاقة تناظرية من تعريفها. من الواضح 


(i) 


(1i) 


(iii) 


(iv) 


الحلقات والحلقيات 


أن dle‏ و alb‏ يؤدي إلى أن ale‏ وبالتالى فالعلاقة متعدية . إذن العلاقة - تمثل 
Be‏ تكافؤ . باقى (10)سيتحقق إذا أثبتنا a~ b b sau‏ حيث ا عنصر 
i‏ افر شی ya~bil‏ 20 گر b sb pad‏ يقسم ©. إذن a = bv‏ 
و b= au‏ حیث ۸ u, v e‏ إذن auv‏ = ۾ وبالتالى val‏ حسب قانون 
التسار pate A‏ وح وباي baa gsi‏ تة 
عنصر وحدة. فيكون 1 = uv‏ حيث VER‏ من الواضح أن 3 يقسم b‏ وكذلك 
b‏ يقسم a‏ لأن :اط = ۾. إذن b‏ - ». النتيجة صحيحة عندما 0 = a‏ حيث إن 
العنصر الوحيد الذي يكافئ الصفر هو الصفر نفسه. 
عندما نقول إن BE‏ ايقسم» مدسجمة مع - فإننا نعني أنه إذا كان [a], [b]‏ 
فصلي تكافؤء فإن التعريف : 
[a]|[b] = alb‏ 
مستقل عن اختيار bea, b‏ فصلي التكافؤ . لكي نتأكد أن ذلك هو الحاصل » 
تفرض أن [b] = [615 la] = [a]‏ باستخدام (iv)‏ و (i)‏ نحصل على : 
alb & aR 2 bR aR 2bR 3 a1b’‏ 
وهو المطلوب . كماهو معلوم فإن المجموعة تكون مرتبة جزئيا إذا وجدت علاقة 
م على المجموعة بحيث تكون متعدية وتخالفية» حيث تعني تخالفية أن : 
a =b‏ ب l apb, bpa‏ 
نلاحظ أن Be‏ «يقسم» على مجموعة فصول التكافؤ علاقة متعدية» وذلك 
باستخدام الخاصة المناظرة على عناصر ۸. أيضا إذا كان [a]‏ يقسم [b]‏ و [b]‏ 
يقسم [a]‏ فإنه من التعريف يكون © يقسم b‏ و b‏ يقسم -a‏ وإذن ط ,© متشاركان 
وبالتالي [a] = [b]‏ 


(v) 


ترميز 


سي رمز لمجموعة العناصر المتشاركة مع pare‏ معطى 4 في حلقة تامة ۸ بالرمز 


[a]‏ . نأمل أن لا يسبب ذلك أي ارتباك مع استخدامنا لنفس الرمز للمجموعات 
المشاركة ل Z‏ 


التحليل في الحلقات التامة ۷١‏ 


٣‏ - حلقات التحليل الوحيد 

إحدى الطرق لتعميم مبرهنة معطاة هي إعطاء إسم للحلقات التي نتوقع أن 
تحقق المبرهنة ثم يتم الاستقصاء عن صنف ال حلقات التي كونت بتلك الطريقة لكي 
نتمكن من تحديد علاقتها بالأصناف الأخرى من الحلقات . سنعمل ذلك مع «حلقات 
التحليل الوحيد' . 

بالنظر إلى الملاحظات حول عناصر الوحدة المذكورة سابقاء نستنتج أن التعريف 
التالي هو مثيل واضح لتعريف «الأولي» في الأعداد الصحيحة . من ناحية أخرى» 
لقد جرت العادة على ربط اسم «غير قابل للتحليل" بهذه الفكرة ونحتفظ بإسم 
«الأولي» لشيء يختلف قليلا . 


)٥-٤(‏ تعريف 

نفرضصأن ۸ حلقة تامة . يقال إن عنصرا ۲ من ۸ غير قابل للتحليل (irreducible)‏ 
فى ۸ إذا كان : (i)‏ ليس عنصر وحدة فى ۸ و (11) في أي تحليل ab‏ = كحاصل 
قري رین gaib‏ اا F Blog, natn‏ تخسر رف اليناف يكن 
الآخر متشاركا مع 7). 

هذا يعنى أن العناصر غير القابلة للتحليل هي SI‏ يكون لها تحليلات تافهة 
Jat‏ مالسب ساس Bion‏ لاحظ أن المعادلة 0.0 -0 تعني أن 0 قابل للتحليل . 


ملاحظات 

-١‏ يكن بسهولة رؤية أن كل عنصر متشارك مع pare‏ غير قابل للتحليل يكون 
غير قابل للتحليل . لأنه إذا كان غير قابل للتحليل وکان یہ ہے r= usop‏ 
حيث » عنصر وحدة . من الواضح أن 5 ليس pare‏ وحدة. إذا كان ۷۲ = es‏ 
فإن (uvt‏ > + وبالتالى فإنه إما تكون ۲ pare‏ وحدة أو يكون UV‏ عنصر وحدة. 
فى AWM‏ يكرن» Gi) a ae AET‏ 

-=y‏ نلاحظ أن فكرة «غير قابل للتحليل» مثل كثير من الأفكار الأخرى في هذا 
الفصل تعتمد على الحلقة التي ندرس فيها هذه الفكرة. مثال ذلك العنصر 2 
غير قابل للتحليل في 7 ولكنه عنصر وحدة في الحلقة الأوسع © . 


VY‏ الحلقات والخلقيات 


(5-54) تعريف 

تسمى حلقة تامة ۸ حلقة نخليل وحيد (unique factorization domain)‏ 
(UFD)‏ أو في بعض الأحيان حلقة جاوس» إذا تحقق ما يلى : 
)= ل مسر ۴ع وا عا l‏ 


r=ua,... 4,‏ 
حيث !؛ عنصر وحدة في ۸» 0 < ۸و ,4 عناصر غير قابلة للتحليل فى ۸ . 


ud,..@a,=u'b,...b, إذاكات‎ =y 
عناصر غير قابلة للتحليل‎ 4, bolls R حيث “+ ,ها عنصرا وحدة في‎ 
وأيضا ,يط -,»حيث ۲ تبديل ما لعناصر المجموعة‎ ۸ =m فإن‎ R في‎ 
. ويسمى هذا شرط وحدانية التحليل‎ .)1, 2, ..., NY 


ملاحظات 

-١‏ يلاحظ أن التعريف السابق يحل المشكلة التي سبق أن تعرضنا لها في الحقل 
()» حيث إن كل عنصر غير صفري هو عنصر وحدة. لذلك من الواضح أن 
كل حقل هو حلقة تحليل وحيد. 

JEE وجود التحليل (الشرط الأول من شروط حلقة تحليل وحيد) هو أفضل‎ =Y 
حيث لا نغلك» بصفة عامة» طريقة نختار بها‎ oD نتوقع من تحليل مناظر لما في‎ 
.7 معينة غير قابلة للتحليل تناظر الأعداد الأولية الموجبة فى‎ pols 

PERE der tia E صل سن ليل‎ all lasts نستظيع‎ -Y 
كمايلى‎ af = uj a; حيث تستبدل,8 بعناصر اختيارية متشاركة معها‎ 
فون‎ cil وحدانية التحليل (الشرط‎ of لذلك‎ . r=uu u; -af 0 
l . أفضل ما نحصل عليه‎ Lal شروط حلقة تحليل وحيد) هو‎ 

قد يكون مناسبا أن تمثل كل الحلقات التامة حلقات تحليل وحيدء لكن 
ذلك بعيد المنال» فالحلقات الجزئية من حقل الأعداد المركبة قد لا تكون حلقات تحليل 


وحید. 


التحليل في الحلقات التامة vý‏ 


Ju» 
من حقل‎ {a + b +/-5 : a, b ع‎ Ly نفرض أن ۸ ترمز إلى المجموعة الجزئية‎ 
الأعداد المركبة © . ليس من الصعب التأكد أن ۸ حلقة جزئية من © ولا كانت ۸ تحوي‎ 
لنعمل ذلك‎ .۸R فهى حلقة تامة . نود أولا أن نحدد عناصر الوحدة ل‎ Cube 

: كما يلى‎ G alin: R > L (norm function) نعتبر التطبيق المعيار‎ 
n(a) = lol? = a? + 5B Va=at+tbv-5 ER 
حيث يرمز | |للقيمة المطلقة للعدد المركب . هذا التطبيق له الخاصة المهمة‎ 
. ضربي‎ OL هذا التطبيق‎ fos يقال عن‎ . lapl = lal |6 OY aap = n(@) np 
i ob وبالتالي‎ ١ © ۸ حیث‎ uv = 1 فيكون‎ R نفرض أن عنصر وحدة فی‎ 
1 nlu) n(v) = n(1) = 1 i 

لما كانت n(u)‏ و n(v)‏ أعدادا صحيحة » فلا بد ol‏ يكون 1 = (۸)۷ = nu)‏ 
ولكن الحلول العددية الصحيحة الوحيدة للمعادلة 1 = 42+52 هي 0 - ط و 1 + - »ه 
ويؤدي هذا إلى أن 1 +- » وهكذا فإن هذه هي فقط pole‏ الوحدة في . 

يلاحظ أن العنصر (V25) ER‏ 0 + 6 = 6 يكن تحليله كما يلي : 

6=2.3=(1+v-5) (I-V-5) 
1ء 3 و2‎ + V5: 1- ./-5 بالإضافة إلى ذلك» ندعى أن كلا من العناصر الأربعة‎ 
وکل منهما‎ a, Ge R حيث‎ 2 = ٩», غير قابل للتحليل في ۸. فمثلا نفرض أن‎ 
: ليس عنصر وحدة. باستخدام التطبيق المعيار نحصل على‎ 
n(a@,) n(@,) = n(@ (ي0‎ = n(2) = 4 

بما أن n(ar,) nla)‏ عددان صحيحان موجبان» فإن (,7)0 لها إحدى القيم 
21 و4 . لكن حسب ما لاحظنا سابقا أنه إذا كان1 = OP n(@,)‏ ,» عنصر وحدة 
وهذا يناقض الفرض . وإذا كان 4 = n(a,)‏ فإن1 = A, SLs nla)‏ عنصر وحدة 
وهذا يناقض الفرض . لكن لا يوجد حل للمعادلة 2- 67+52 في الأعداد الصحيحة» 
pate dey Y WU‏ فى IR‏ المعبار2: رخا فإن #عتسر غير قبل RB doe‏ 
(من الواضح أنه ليس عتضر وحدة OY‏ معيارة لا يساوي الواحد). تستطيع بلدراسة 
مماثلة أن نغبت أن 5-/ - 1 » 5-/: + 1 و 3 عناصر غير ALU‏ للتحليل . 


vé‏ الحلقات والحلقيات 


باستخدام الخاصة الضربية للمعيار نستنتج أن العناصر المتشاركة لها نفس المعيار 
لأن معيار كل عنصر وحدة يساوي الواحد. إذن 2 الذي معياره يساوي 4 ليس 
متشاركا مع أي من العنصرين 5-/-+1 اللذين معيارهما 6. لذلك OB‏ وحدانية 
التحليل (المذكورة في الشرط الثاني من تعريف حلقة تحليل وحيد) لا تتحقق في R‏ 
وبالتالي Op‏ ۸ ليست حلقة تحليل وحيد. 

يوجد فارق مهم بين خواص العناصر غير القابلة للتحليل في هذه الحلقة ۸ 
وبين الأعداد الصحيحة الأولية . يعلم القارئ» بدون شك أنه إذا كان م lode‏ صحيحا 
أولياء ob‏ مله الخاصة التالية : إذاكان ,17 ع b‏ ,© وكان plab‏ فإنه إما pla‏ أو مإم. هذه 
الخاصة مهمة جدا لدرجة أنها تؤخذ عادة كتعريف «للعنصر الأولي» في الحلقات التامة 
العامة . 


)۷-٤(‏ تعريف 

يسمى عنص ر ”من حلقة تامة *[أوليا (prime)‏ (فى (R‏ إذا تحقق الشرطان ااتاليان : 
(i)‏ ”ليس صفرا وليس عنصر وحدة . 
(ii)‏ إذاکان b e FR‏ ,۾ وكان ab pint p‏ فإن Llp‏ يقسم 4 وإما يقسم b‏ 

بالقاء نظرة سريعة على المثال السابق يتبين أن العناصر غير القابلة للتحليل ليست 
دائما أولية» إذ نلاحظ أن: 

2|) +./-5()1-./-5( 

بينما 2 لا يقسم أي عامل منهما. نستطيع أن نرى ذلك بسهولة باستخدام المعيار. 

تعطي المأخوذة التاليةتعريفا مكافئا للعنصر الأولى» بالرغم من أنه لن يخدم 
(25S SLL a l‏ ستذكرة لأهميتة: 


(A-£)‏ مأخوذة 
نفرض أن ۸ حلقة تامة ونفرض أن .p > R*‏ عندئذ يكون L wate p‏ أوليا إذا 
وفقط إذا كان RIpR‏ حلقة تامة . 


التحليل في الحلقات التامة yo‏ 

البرهان 

نفرض أولا أن م عنصر أولي . وإذن م ليس عنصر وحدة وبالتالي م لا يقسم 1 
وهكذا فإن ۸م € 1 . إذن #pR‏ #م + 1 . يعني هذا أن المحايد الجمعي والمحايد الضربي 
للحلقة RipR‏ مختلفان. من الواضح أن RIPR‏ حلقة إبدالية. لنفرض أن 
(at+pR)(b+pR) = pR‏ هو العنصر الصفري RIpRJ‏ إذن cab e pR «ab + pR = pR‏ 
وبالتالي plab‏ إذن pla‏ أو plo‏ في الحالة الأولى pR = pR‏ + ۾ وفي الحالة الثانية 
pR = pR‏ + ط. فالحلقة ۸/۸ ليس فيها قواسم للصفر وبالتالي فهي حلقة تامة. 

نفرض الآن أن RipR di gp > R*‏ حلقة تامة . إذن pR#pR‏ + 21 م لا يقسم 
1 وكذلك ليس عنصر وحدة . بالإضافة إلى «AUS‏ إذا کان ۸ ع eplab O'S ṣa, b‏ 
Ley ab + pR = pR op‏ أنه في الحلقة ۸/۸ لا توجد قواسم للصفرء لذلك إما 
pR = pR sla + pR = pR‏ + ( ويؤدي هذا إلى أنه إما pla‏ أو plb‏ وإذن م أولي . 

إن العلاقة بين العناصر الأولية والعناصر غير القابلة للتحليل لها أهمية أساسية 
في تحديد كون الحلقة التامة المعطاة تمثل حلقة تحليل وحيد أم لاء كماسنرى ذلك 
الآن. إحدى طرق العلاقة بينهما مباشرة . 


(4-4) مأخوذة 
إذا كانت ۸ حلقة تامة » فإن كل عنص ر أولي في ۸ يكون غير قابل للتحليل . 


البرهان 

نفرض أن م عنصر أولي في . إذن م ليس عنصر وحدة حسب التعريف . 
نفرض أن اه = م حیث ۸ .a,b e‏ بالتأكيد «plab‏ لذلك إما pla‏ أو 5إم. فى الحالة 
الأولى يكون عم = » حيث ۸ ع » وبالتالي pbe‏ = م. باستخدام قانون الاختصار 
نحصل على 1 -56. وإذن ا هو عنصر وحدة. وبالمثل نثبت أنه إذا كان طإم a op‏ 
عنصر وحدة. وإذن م عنصر غير قابل للتحليل . 


YJ‏ الحلقات والحلقيات 


+f)‏ 1( مبرهنة 
إذاكانت R‏ حلقة تامة» فإنها تكون حلقة تحليل وحيد إذا وفقط إذا كان 
(i)‏ ۸ تحقق شرط وجود التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد . 
(ii)‏ كل عنصر غير قابل للتحليل في ۸ يکون عنصرا أوليا في ۸. 
لذلك على افتراض شرط وجود التحليل فى حلقة تامة» نلاحظ أن شرط وحدانية 
flea‏ مق fle tale ogy‏ ويد كات الصترظ الفاني مرح مالم اررق 


البرمهان 

نفرض أولا أن ۸ حلقة تحليل وحيد ولنفرض أن ” عنصر غير قابل للتحليل من 
oR‏ إذن ”ليس عنصر وحدة ولا يساوي صفرا. لیکن R‏ ع 0,5 وليكن ”يقسم „ab‏ 
فيكون rs = ab‏ لعنصر ER‏ ء. باستخدام شرط وجود التحليل من شروط حلقة 


: تحليل وحيد نحصل على‎ 
S = us, rev) S, 
a= va, s a, 
b= wb, aa, 
rs=ab عناصر غير قابلة للد . من‎ 5. a, b, عناصر وحدة» بينما‎ u, v, W حيث‎ 
نا‎ 3 . de 5 i j k og ae 
نحصل على‎ 


بق Urs, ... S,= (VW) © -~ a, B‏ 
كل طرف من المعادلة السابقة له الصورة (عنصر وحدة مضروب فى حاصل 
ضرب pole‏ غير ALG‏ للتحليل». liep‏ من bai‏ جات 
تحليل وحيد نستنتج أن ” متشارك إما مع عنصر ,4 أو مع عنصر b,‏ في ال حالة الأولى 
ra,‏ وبالتالي 6 وفي الحالة الثانية Ab‏ وإذن + عنصر أولي . 
الآن سنفرض وجود التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد» وكذلك نفرض 
أن كل عنصر غير قابل للتحليل في ۸ عنصر أولي. ضع 
Vq <Q, (*)‏ حرج = UP,‏ 


التحليل فى الخحلقات التامة VV‏ 


حیث» 0 ,! و u,v‏ عنصرا وحدة وكل ,موه غير LG‏ للتحليل . يجب أن نثبت 
moi‏ = 1 وأن ,م متشارك مع ,4 (بعد إعادة الترتيب إذا لزم ذلك) لكل 1 .... i= l,‏ 
سنعمل ذلك بالاستقراء على /. إذا كان 0 > 1ء فإنه يكون لدينا ,4 ... ,ه۷ = ». إذا 
كان 0 > » فإنه لما كان دا يقسم 1» فان كل ,4 يقسم | وبالتالي يكون كل ,4 عنصر 
وحدة. يناقض هذا تعريف عدم ALG‏ التحليل» لذلك 0 m=‏ إذاكان 0 =1. OV!‏ 
نفرض أن 0 < 1 وأن وحدانية التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد تتحقق لكل 
المعادلات من الصيغة (*) ولأقل من / من العناصر غير القابلة للتحليل التي تظهر على 
يسار المعادلة . لما كان ,م غير قابل للتحليل فهو أولى حسب الفرض أعلاه. لذلك p‏ 
التي تقسم Lol‏ الضرب في الجهة اليتق من المعادلة (*)'تقسم أحد Jeol al ye‏ 
pall‏ . لكن ,7 لا تقسم V‏ (وإلا كانت pare‏ وحدة)ء إذن 0 > وبالتالي يكن أن 
نفترض بعد إعادة الترتيب أن ,م يقسم ,,4. وحيث إن ,4 عنصر غير قابل للتحليل؛ 
فإن عوامله هى pole‏ وحدة وعناصر متشاركة معه . إذن ,)نرم ومنه ,“ها = ,7 
gol Gee‏ وحدة. نعوض عن قيمة ,م فى المعادلة (*) q, >is‏ من الطرفين 
فنحضن على المساواة: l‏ 

)5%( بلاس V4,‏ خا قرس (uu Yp;‏ 
OYI‏ يتحقق شرط وحدانية التحليل على المعادلة (**)» لذلك 1 - م - 1-1 
ق ., تكون متشاركة مع ,4 .... ,4 بعد إعادة ترتيب إذا لزم الأمر. يؤدي هذا 
إلى moi‏ = / وحيث إن ر = ي ~ ,م فإنه يكون قد ثبت المطلوب . 

يتج عن النتيجتين السابقتين تطابق فكرة الأولي مع فكرة غير قابل للتحليل في 
حلقة تحليل وحيد؛ وبصفة خاصة هذا صحيح في حلقة الأعداد الصحيحة . ويوضح 
هذا لماذا يكون التعريف الذي يعطى عادة للعدد الأولي في 7 هو في الحقيقة نفس 
تعر كير opal] full‏ 


¢ — الحلقات التامة الرئيسة والحلقات الإقليدية 


وحيد. 


VA‏ الحلقات والحلقيات 


)۱۱-٤(‏ تعاريف 

يقال عن مثالى ل فى حلقة تامة Jie JR‏ رئيسي (principal ideal)‏ في IIR‏ 
وجد عنص ر ja‏ یولد 7؛ أ يأن اله - .J‏ تسمى حلقة #احلقة تامة رئيسة (principal‏ 
ideal domain) (PID)‏ إذا كانت حلقة تامة وكان كل مثالي فيها رئيسيا . 


أمغلة 

0 eye Lagi SS مقاليان رقيسياته‎ y القالياة02)‎ UG LR SI -) 
و1 على الترتيب.‎ 

- كل حقل pa K‏ حلقة تامةرئيسة . يلاحظ بسهولة (انظر تمرين (O)‏ في الفصل 
الثانى) أن المثاليات الوحيدة فى aK‏ (0) و -K‏ 

K[x] فإن‎ (> K رئيسةء ذلك إذا كان‎ Gob dale سلقة الأعداد الصحيحة‎ r 
ليست حلقة‎ RIX] حلقة تامة رئيسة . ستثبت هذه الحقائق لاحقا. مع ذلك»‎ 
. في نهاية هذا الفصل‎ )١5( تامةرئيسة بصفة عامة . انظر تمريني (۸) و‎ 

نبت مثال () المذكور أعلاه ولكى نحصل على أمثلة أخرى عن حلقات 
تامة رئيسة نقدم نوع آخر (وأخخير) من الخلقات تسمى WH‏ الإقليدية . يقم الحصول 
على هذه الحلقات بتوسيع خاصة القسمة الإقليدية » التي تشترك فيها 2 و KIA]‏ (انظر 

نهاية الفصل الثاني وكذلك MAY)‏ 


)۱۲-٤(‏ تعريف 
نقول عن الحلقة التامة ۸ إنها حلقة إقليدية (Euclidean domain) (ED)‏ إذا 
وجدت دالة L‏ ج R*‏ : ۵ بحيث : 
(i)‏ 4 يقسم طح HSP)‏ 
ROGI) (ii)‏ ع »و olib € R*‏ يوجد ۸ € ۲ ,4 بحيث إن +r‏ بط = ۾ وإن 0 - ۲ 
أو ob)‏ > (7) ۵ . 
يسمى التطبيق ف دالة إقليدية (Euclidean function)‏ على ۸» ويسمى الشرط 
(ii)‏ شرط خاصة القسمة الإقليدية . قد يوجد كثير من الدوال الإقليدية التي تجعل, 


التحليل في الحلقات التامة v4‏ 


الحلقة التامة حلقة إقليدية . كما لاحظناء 7 و [×]× حلقتان إقليديتان . سنستقصى 
يرجع إلى أن كل حلقة إقليدية هي حلقة تامة رئيسة كما توضح ذلك المأخوذة التالية . 


)١-4(‏ مأخوذة 
كل حلقة إقليدية هى حلقة تامة رئيسة . 


البرهان 

البرهان مثيل لإثبات (Y-Y)‏ حيث أثبتنا أن 7 حلقة تامة رئيسة (وأكثر من 
ذلك بكثير) . نفرض أن ۸ حلقة إقليدية وأن JAR‏ إذا كان }0{ = ل فإن / مثالي 
رئيسي . نفرض أن J  )0(‏ نلاحظ أن مجموعة قيم الدالة الإقليدية على عناصر ل 
غير الصفرية تشكل مجموعة جزئية غير خالية من الأعداد الصحيحة الموجبة» ولذلك 
فهي تحوي عددا أصغر . لنختر ا عنصرا غير صفري في / بحيث إن (9)5 له أصغر 
aie‏ فم ننس TB‏ 

cbe JAREN‏ فإته بالتأقيذ وح 8م . وبالعكس إذا کان [ € ۾» فإنه حسب 
شر ط خاصة القسمة الإقليدية « + بوط = » حيث R‏ »ع ١‏ ,وو r=0‏ أو olb)‏ > 005 . 
الآن EJ‏ وط -ه r=‏ إذاكان 0 » olr) > 0)5( ob‏ يناقض اختيار ط. لذلك r=0‏ 
وبالتالي 58 € ۾ وهكذا فإن J = bR‏ (لاحظ أننا لم نستخدم الشرط الأول من 
شروط الحلقة الإقليدية في الإثبات وفي الواقع ستظهر قيمته واضحة فيما بعد عندما 
ندرس عناصر الوحدة في الحلقة الإقليدية) . 

لقد تأكد لنا وجود مخزون كاف من حلقات تامة رئيسة وهذا ما يجعل المبرهنة 


التالية ذات أهمية خاصة . 


)١ t-é)‏ مبرهنة 
كل حلقة تاسة رئيسة هي حلقة Jd‏ وحيد. 


As‏ الحلقات والخلقيات 


الطريقة المناسبة لإثبات cha Mode‏ باستخدام مبرهنة (5-١٠١)؛‏ أي نثبت أن 
أي حلقة تامة رئيسة تحقق شرط وجود التحليل وأن كل عنصر غير قابل للتحليل فيها 
يكون pare‏ أوليا. سنتعامل مع هذين الشرطين بشكل منفصل ونبدأ بإثبات الأسهل . 


)£-0 4( مأخوذة 
كل عنصر غير قابل للتحليل في حلقة تامة رئيسة هو عنص ر أولي . 


البرههان 

نفرض أن ۸ حلقة تامة رئيسة وأن p‏ عنصر غير قابل للتحليل في . يجب أن 
نثبت أن م عنصر أولي . بالتأكيد p‏ ليس صفرا ولا عنصر وحدة . نفترض أن م يقسم 
Riab‏ © ,4 . نفرض أن م لا يقسم © ونثبت في هذه الحالة أن م يقسم 7. خذ 
aR J‏ + ۸م فى ۸. ا أن ۸ حلقة تامة رئيسة: لذلك يوجد ٤ R‏ 4 بحيث إن 
_pR+aR = dR‏ إن a pnd‏ ويقسم م pate POU‏ أولياء dll al‏ عنصر 
.d~p slidoys‏ في الحالة الثانية يكون bp‏ 4 وبالتالي a bp‏ وهذا يناقض 
الفرض . إذن d‏ عنصر وحدة وبالتالي pR +aR =R‏ حسب )8-2( ([1) . ويؤدي 
هذا إلى atot‏ + دم = 1 -s.t € RES‏ إذن -b = psb + tab‏ لما كان م يقسم cab‏ 
فإنه يقسم الطرف الأيمن من المعادلة وبالتالي م يقسم b‏ كما هو مطلوب . 

برهان المبرهنة )١5-4(‏ سيكتمل بإثبات المأخوذة التالية . 


)١5-4(‏ مأخوذة 
كل حلقة تامة رئيسة تحقق شرط وجود التحليل . 


ols JI 
سنثبت المأخوذة باستخدام التناقض . نفرض أن النتيجة غير صحيحة ؛ أي توجد‎ 
لا نستطيع كتابته في الصيغة المذكورة في‎ ١ > RY حلقة تامة رئيسة ۸ ويوجد عنصر‎ 
R¥ شرط وجود التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد . سنسمي مثل هذه العناصر في‎ 


التحليل في الحلقات التامة A\‏ 


pols‏ «سيئة» والأخرى عناصر «جيدة» وهي pols‏ *# التي يمكن كتابتها في الصيغة 
المذكوزةفي قرط وجو دالتخليل OV.‏ العتضر ore gull‏ بصقةخاصة» ليس pas‏ 
وحدة» ولا يمكن أن يكون غير قابل للتحليل؛ Wy‏ حقق شرط وجود التحليل. لذلك 
يمكن التعبير عنه بالصيغة 5 rar‏ حيث 5 و ,”ليسا عنصري وحدة وبالتالى 
غيرمتشاركين مع r‏ بالإضافة إلى ذلك يجب أن يكون أحدهما سيعا وإلآ أعطاناكل 
من تحليل ,” وتحليل s,‏ تحليلا جيدا ل. قد يحتاج الأمر إلى إعادة تسمية العاملين rp‏ 
|3 حتى یکون ٣‏ سیئا . عندئذء يكون ۲ يقسم r‏ ولیس متشاركا معه . الآن» نعيد هذه 
الطريقة على r,‏ فنحصل على عنصر سيء ر۲ يقسم ,” وليس متشاركا معه. وإذا 
استمرت هذه العملية وكتبنا ry‏ = سنحصل على متتالية لا نهائية ... Mop Fp Ty‏ من 
العناضر السيئة بحيث إن ,,,7يقسم على ٣,‏ وليس متشاركا معه لكل . ,1 ,0= 1. 
وباستخدام الملأخوذة CE- E)‏ فإن المثاليات المولدة بالعناصر r,‏ تحقق 


.+ كن © كوا اس Ri‏ 


لیکن :87ل ) = ل . بالاستناد إلى (۱۳-۲) يكون 412 [. وبالتالی J=RAd‏ 
i=0‏ 1 


Ri >‏ ع 4؛ ROY‏ حلقة تامة رئيسة . وعليه Jop‏ ع 4 وبالتالى E Rr op‏ 4 لعنصر 
,7 وهذا يؤدي إلى أن: l‏ 

Rd c Rr, c J=Rd 
وهذا تناقض. لذلك لا يوجد عنصر‎ Rr, > Rr, CJ = 87, لکن‎ 23 = Rr إذن‎ 
سيء في *۸ وهو المطلوب.‎ 


ملاحظة 

لقدتم حجب حاجة النقاش في برهان المأخوذة السابقة إلى استخدام مُسلّمة 
الاختيار (Axiom of Choice)‏ ونحتاج عند مرحلة مناسبة في النقاش إلى أن نقول 
شيئا ما مثل : توجد عناصر سيئة تقسم ,۲ وليست متشاركة معه» نختار واحدا منها 
ونسميه ,7 وسيلفت هذا الانتباه إلى حاجة النقاش إلى عدد غير منته من الاختيارات 
الاعتباطية . يكن للقارى؛ الذي نجحنا في إثارة حب الاستطلاع لديه؛ الرجوع إلى 


AY‏ الحلقات والحلقيات 


المرجع ]1960 [Halmos,‏ أو المرجع ]1955 [Kelley,‏ لمعرفة تفاصيل أكثر عن مُسلّمة 
الاختيار والموضوعات المتعلقة بها . 


ملخص 
النقاط الرئيسة في هذا البند يكن تلخيصها بالصيغة التالية التي من السهل تذكرها . 
حلقة إقليدية = حلقة تامة رئيسة > حلقة تحليل وحيد. 


ه - تفاصيل أكثر عن الحلقات الإقليدية 

رأينا أن كل حلقة إقليدية هى حلقة تامة رئيسة . وعكس ذلك ليس صحيحاء 
حيث توجد أمفلة كثيرة على خلقات tabi‏ رفيسة لا تشكل حلقات إقليدية (مثال ذلك 
حلقة الأعداد الصحيحة للحقل (19-/) (Q‏ ولكننا لن نحاول أن نثبت ذلك . يناقش 
مثل هذا السؤال في المرجع ]1958 [Samuel,‏ كما توجد مقدمة عن المسألة العامة 
للتحليل في الحلقات . يلاحظ أن التعامل مع الحلقات الإقليدية أسهل من التعامل مع 
الحلقات التامة الرئيسة» لذلك سنقضي معها بعض الوقت في هذا البند. توضح 
المأخوذة التالية كيف نستطيع التعرف على عناصر الوحدة في الحلقة الإقليدية . 


)١۷-٤(‏ مأخوذة 
إذاكانت R‏ حلقة إقليدية وكان cu E R*‏ فإن » عنصر وحدة إذا وفقط إذا كان 
-O(u) = 001(‏ 


ols , JI 

إذاكان pare u‏ وحدة cul] SG‏ وكذلك »|1 وبالتالى (0)1 = Glu)‏ حسب 
الشرط الأول للحلقة الإقليدية . l‏ 

وبالعكس» نفرض أن (0)1 = HU)‏ . باستخدام خاصة القسمة الإقليدية يكون 
ug + «‏ = 1 حيث إما0 ٣=‏ أو olr) > 0) = GCL)‏ لكن 1 يقسم». لذلك 
G(r) < )1(‏ إذاكان 0 ”. إذن 0 = 7 وبالتالي نا عنصر وحدة . 


التحليل في الحلقات التامة AY‏ 


سبق أن رأينا أن كل حلقة إقليذية هى حلقة تامة رئيسة» بالإضافة إلى ذلك كل 
مثالي 3 في حلقة إقليدية يولد بواسطة أي عنصر غير صفري فيه له أقل قيمة ل0. توجد 
طريقة جلية في الحلقة الإقليدية لإيجاد عنصر مثل المذكور أعلاه من بين مجموعة معطاة 
من مو لدات [تسمی خوارزمية إقليدس (Euclidean algorithm)‏ ونوضحها الآن. 
نفرض أن ط ,۾ عنصران من حلقة إقليدية ۸ ونفرض أن 0+ 5. باستخدام 
خاصة القسمة الإقليدية نستطيع كتابة ۲ + وط = ۾ حيث إما 0 = ١‏ أو (ط)0 > -O‏ 
نحن ندعى أن 57 da,‏ و r}‏ ,ط) تولدان نفس SEM‏ فى ۸. ليكن ,لو SUM,‏ 
المولدين على الترتيب. ما كان + وط J, opam‏ > ف وبالتالي يل ح J,‏ + من ناحية 
أخرى ,7 ع يط -ه - 7 ويؤدي هذا إلى أن ,7 ح J,‏ علاوة على ذلك» يحصل أحد 
الحدثين التاليين : إما 0 = ١‏ والمثالى المولد بواسطة b‏ ,© يولد بواسطة code yb‏ أو نجد 
زوج سا 8ا من ادات atti oo‏ قيدة#اللموله القائى r‏ تعيد العطلة 
في الحالة الثائية . لما كانت قيم # أعدادا طبيعية ولا نستطيع تخفيضها إلى مالا نهاية» 
فإننا أخيرا نخفض المولد الثاني إلى الصفر . وتكون طريقة الحساب كما يلي (من الملائم 
أن نستخدم by b,‏ بدلا من Ca, b‏ 
رطا < b, =b4 +b, $(b,)‏ 
b, =b,q,+b, (b) < (b)‏ 


),($ < ,0(2 ب + b = b, q,‏ 
b, =b a Gai‏ 
وحسب ما أشرنا فإن الأزواج ( ,ط {bp‏ جميعها تولد نفس المثالي . أخيرا 
نحصل على 88 = ,8 + Rb,‏ والذي يعطينا مولدا واحدا للمثالى المولد بواسطة 
by b,‏ . بتطبيق هذه العملية عدة مرات» نحصل على مولد واحد من أي مجموعة 
منتهية معطاة› حيث يستبدل زوج من المولدات بمولد واحد في كل مرحلة . 
توجد طريقة أخرى مهمة جدا للنظر إلى الحسابات التي وصفناهاء باستخدام 
عوامل مشتركة عليا. 


Ag‏ الحلقات والحلقيات 


)۱۸-٤(‏ تعريف 

لتكن ۸ حلقة تامة ولتكن dy, ..., ٩,‏ عناصر من ۸ . عندئذ يسمى led € R‏ 

$ كا أعلى (highest common factor)‏ (یسمی أحيانا قاسما مشتركا أعظم 

: إذا حقق الشرطين التاليين‎ ۴ g {a,, ..., ل (يه‎ ((greatest common divisor) 
1 > : >” يقسم ,»لكل‎ 4 (i) 
إذا كان 1 ع 4 وكان 4 يقسم به لكل « > : > 1» بيسن‎ i) 

قد Y‏ تملك مجموعة pole‏ في حلقة تامة عاملا مث انفكا أعلى . مع ذلك» 
إذاكان كل من *4 و d‏ عاملا مشتركا أعلى لمجموعة (,4 ,... ,44 e‏ فإنه باستخدام (ii)‏ 
يلاحظ أن d‏ يقسم *4 وكذلك *4 يقسم 4 وبالتالي *4 ~ 4. علاوة على ذلك» 
لكل عنصر متشارك مع d‏ الصيغة edu‏ حيث ‏ عنصر وحدة» ويؤدي هذا إلى أنه 
عامل مشترك أعلى د ,4 ,... ,,4) . لذلك نلاحظ أن مجموعة العوامل المشتركة العليا 
لمجموعة معطاة من العناصرء إذا كانت غير خالية» هي [۰]4 المجموعة التي تحوي 
العناصر المتشاركة مع عامل مشترك أعلى معين 4. نرمز لمجموعة العوامل المشتركة 
العليا لزوج من العناصر b‏ ,4 بالرمز (a, b)‏ آخذين في الاعتبار أن هذه المجموعة 
تحوي غالبا أكثر من عنصر . ونشير بالمناسبة أن التعبير «الأعلى» يعني الأعلى بالنسبة 
إلى الترتيب الجزئي لفصول التكافؤ للعناصر المتشاركة والمقدم في (4-4). 


)١9-4(‏ مأخوذة 
Shag Mee‏ لطباي ود Se CE‏ عا سر 
حلقة تامة رئيسة . يكون عنصر 4 عاملا مشت ركا أعلى ل (,ه.... {a‏ إذا وفقط إذا 


peat عن كل عامل مشترك أعلى ل‎ pant Ke. Y Ra; = Rd كآن‎ 
i=l 


n 
.۲, € ۸ بالصيغة به ;7( » حيث‎ 


i=! 


التحليل في الحلقات التامة Ao‏ 


البرهان 


n 
حلقة تامة رئيسة . لما‎ R وذلك لكون‎ 4 E RES » Y Ra; = Rd di يلاحظ‎ 


i=] 


n 
4 من ناحية أخرى :»11 ,2 ع‎ . i=l, .... n يقسم ,4 لكل‎ d OB ca, © Rd كانت‎ 


i=l 


n 
A, ايقس‎ OS gd’ لذلك إذاكان جع‎ rr ER حيث‎ ad = Y وبالتال. :2م‎ 
کا غ 1 و حم‎ 2 


i=l 
e n e 
عامل مشترك أعلى‎ <, Ra; مولد للمثالي‎ 4 pare يقسم 4 . لذلك فإن أي‎ d Ob ci 
i=l 
كانت العوامل المشتركة العليا متشاركة مع بعضهاء وكانت العناصر‎ Us a Oe A 
. المتشاركة مع بعضها تولد نفس المثالي فقد ثبت المطلوب‎ 


(Y+—£)‏ نتيجة 

إذا كانت ۸ حاقة إقليدية » فإن تطبيق خوارزمية إقليدس على عنصرين by By‏ 
في ۸ يقود إلى عامل مشترك أعلى للعنصرين -by Dy‏ 

يلاحظ أنه لو استخدمنا خوارزمية إقليدس من الأسفل إلى الأعلى فإنه يكن 
التعبير عن ١,‏ كت ركيب خطي للعنصرين By‏ برط إذا رغبنا ذلك . 


أمثلة محلولة 
-١‏ احسب عاملا مشتركا أعلى لكثيرتى الحدود 
Ar- EÛ‏ , 7سعز4 + 22+ xX‏ 
نطرح مضاعفات ل2 - × + ”× من 7 - ×4 + 2۸ + 3د حتى نحصل علي كثيرة 
حدود درجتها أقل من 2. ويعتمد المضاعف الذي يطرح في كل مرحلة على 
الحدود ols‏ الدرجات العليا. DOV)‏ 


+ 2x? + 4x —7 = x(x? عد‎ x- 2) تيربك‎ + 6x =7 


AV‏ الحلقات والحلقيات 


x? + 6x—7 =1)? +x-2)4+5x-5 
ويؤدي هذا إلى أن:‎ 
تبر‎ 42x? + تر) = 7 - برك‎ + × -2( )x + 1) 4+5x-5 
: كخطوة أولى لخوارزمية إقليدس . الخطوة التالية هي‎ 
 4x-2=(51-5)( +2 [ 
5 8 
الباقي الآن صفر» وبالتالي 5 - ×5 (أو العنصر المتشارك معه 1 -×) عامل‎ 
مشترك أعلى لكثيرتى الحدود المعطاتين.‎ 
السرم‎ Jeli اعد سد‎ tale عا ا اعبار‎ =۴ 
. و 71 + 3 فى هذه الحلقة‎ 11 + 7: 
C من‎ {a + bi: a, b e 1( الحلقة الجرئية‎ AR نعلم أن حلقة أعداد جاوس‎ 
حيث | | هي القيمة المطلقة‎ plr) = ۾ = 2|م|‎ +h ۾ = م2 نعرف‎ + bi إذا کان ۸ ع‎ 
وبالتالى الشرط الأول من شروط‎ ols) = O07) G(s) للعدد المركب . يلاحظ أن‎ 
l . الحلقة الإقليدية متحقق‎ 
حتى نتأكد من تحقق الشرط الثانى من شروط الحلقة الإقليدية» نفرض أن‎ 
R حيث 0 ± ط ونعتبر العدد المركب 4/0 . نستطيع الآن أن نفكر في عناصر‎ », b ER 
كنقاط إحداثياتها أعداد صحيحة في المستوى المركب ونقسم المستوى المركب إلى‎ 
مربعات أطوال أضلاعها 1 بطريقة عادية» فتكون رؤوس المربعات عناصر ۸. يقع‎ 
لما كان طول قطر المربع‎ tole Mode داخل أو على حدود أحد‎ a/b العدد المركب‎ 
alb من‎ ١/2/2 فإنه يوجد رأس مربع يبعد بمسافة تقل عن أو تساوي‎ 2 Sale 
(انظر الشكل) . نفرض أن و هو ذلك الرأس» عندئذ يكون 1 > 1/2/2> |ه-(ط/»)|»‎ 
وط = ۾» وأيضا‎ +r يكون‎ er =a- bq وبوضع‎ 
|-| = la - bal = |b] (a/b) - ql > || 
وبالتالي‎ 
or) = |r? < [bP = ob) 
. ويحقق هذا الشرط الثاني من شروط ا حلقة الإقليدية‎ 


التحليل في الحلقات التامة AY‏ 
x+(y+1)i‏ 


| 
aih 
9 


q=xtyi (xt) + yi 
خوارزمية إقليدس لكي نجد عاملا مشتركا أعلى للعنصرين‎ OV سنستخدم‎ 
11و3 . بلاحط أن:‎ 7 
(11 + 7/(3 + 7i) = (11 + 7i)(3 - 7/58 = (82 - 56/58 
العنصر الأقرب فى ۸ لهذا العنصر هو ¡ - 1. لذلك:‎ 
11 + 7i = (3+ 7) — i) + (1 + 32 (1) 
: هي الخطوة الأولى في خوارزمية إقليدس . بعد ذلك‎ 
G+ 7(1 +3) = (3 + 7801-30 l 


= (24 — 2i)/10 
: والعنصر الأقرب له في ۸ هو 2. لذلك تكون الخطوة الثانية في خوارزمية إقليدس هي‎ 
3377-1 +3i).2+(1 +i) l (2) 
وأخيرا‎ 
)1 + 3i) = )1 + 0)2 +i) (3) 


وبالتالى : + 1 هو عامل مشترك أعلى للعنصرين AL+7i9347i‏ 
كن Ti 9347S, Jet 5 ST tise poll‏ 4 11 كما يلي : 
م اللا تسل على 7 i‏ 
+i) = (3+ 7 ¬ (1 + 2‏ 1( 
ونعوض عن :3 + 1 من المعادلة )1( فنحصل على : 
+i=- 2)11 + 7i) + )3- 20)3+70(‏ 1 
ملاحظة 
لقد سبق أن لاحظنا أن K]×[‏ حلقة إقليدية إذا كان ۸ حقلاء وبصفة خاصة 
Of]‏ حلقة إقليدية . أيضا: 
حلقة إقليدية > حلقة تامة رئيسة ج حلقة تحليل وحيد. 


AA‏ الحلقات والخلقيات 


من الطبيعي oF‏ السؤال: هل حلقات كثيرات الحدود» بصورة عامة» تمثل 
حلقات إقليدية - مثلا ماذا عن [2]۸؟ في الحقيقة Ba‏ ليست حلقة تامة رئيسة (انظر 
التمرين (A‏ (وبالتالي ليست حلقة إقليدية). من ناحية أخرى» توجد مبرهنة مهمة 
قاوس نض على call‏ إذا كانت ۸ حلقة تحليل وحيد فتكون كذلك الحلقة R[x]‏ حلقة 
تحليل وحيد» وإذن FE]‏ حلقة تحليل وحيد. وهكذا أيضا (باستخدام الاستقراء على 
(n‏ تكون حلقة كثيرات الحدود 

RBs = E سس‎ RED 

ن نثبت هذه النظرية حيث لا نحتاج إليها في هذا الكتاب . بالرغم من أن برهان 
هذه النظرية طويل لكنه ليس صعبا بشكل خاص» يستطيع القارئ الذي يرغب في 
الإطلاع عليه الاستفادةء مثلاء من المرجع ]1951 ۱۲١ dt [Jacobson,‏ . 


تمارين على الفصل الرابع 
١‏ - أوجد أعدادا صحيحة b‏ ,4 بحيث إن 1 = ط25 + 174 . 
؟ - في حلقة أعداد جاوس ۸» أوجد عاملا مشتركا أعلى للعنصرين ؛ - 5 - »© 
N‏ سوس ie T A‏ حيث ۸ € 75. اعمل نفس الشىء 
للمجموعة l . {2 + 1,3 + 2i}‏ 
-Y‏ فی OR]‏ أوجد عاملا مشتركا أعلى لكثيرتى الخدود 
2x+1, 32 +x +2 1‏ وو قر 
E‏ - في حلقة أعداد جاوس» عبر عن 21 - 1 و 61 + 27 كحاصلى ضرب pols‏ 
أولية. atd‏ الو l Habe Aii‏ 
1 أثبت أنه في الحلقة [:]') كل كثيرةحدود غير قابلة للتحليل تكون خطية» وأن 
كل كثيرة حدود غير قابلة للتحليل في RET‏ تكون خطية أو تربيعية . 
V-5:a,be Hoe 25‏ م + {a‏ = ۸ . أثبت أن 
4S) gS)‏ = امه 1{ b=‏ 
ليس لهما عامل مشترك أعلى في ۸ . 


(إرشاد: أثبت أن أي عامل مشترك أعلى يكون معياره يساوي 12) . 


التحليل في الحلقات التامة ۸۹ 


أثبت أن ال حلقتين (1 :a,b e‏ 2-/+ط {a+‏ و {a +bw:a,b e L}‏ حيث 
cw - 7‏ مع العمليات الاعتيادية هما حلقتان إقليديتان وأوجد pols‏ 
الوحدة في هاتين ا حلقتين (انظر برهان حلقة أعداد جاوس) . 

أثبت أن Za]‏ ليست حلقة تامة رئيسة وذلك باستخدام المثالي 7 المولد ب 25x‏ 
لتكن LER‏ أثبت أنه إذا كانت ۸ خلق ةتحليل وحيد» OP‏ كل زوج من 
عناصر IR‏ عامل مشترك أعلى . أعط مثالا يوضح أنه قد لا يمكن التعبير عن 
هذا العامل المشترك الأعلى كتركيب خطي للعنصرين (اللذين هو عامل مشترك 
Way) IS (lag) lel‏ اسع تبث نهنا كانه age pb pb GER‏ 
التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد وكان كل زوج من عناصر ۸ له عامل 
مشترك أعلى » فإن كل عنصر غير قابل للتحليل في ۸ يكون أوليا. وبالتالي 
فإن 8 حلقة تحليل وحيد. 

لتكن 5 > ۸ حلقتين تامتين رئيستين» وليكن ۸ ع b‏ ,4 و 4 عامل مشترك 
أعلى لهما في ۸. أثبت أن 4 عامل مشترك أعلى لهما فى S‏ 

يقال عن TR‏ تامة ۸ إنها تحقق شرط السلسلة (ascending chain ‘ikea‏ 
condition)‏ على المثاليات (أو تسمى حلقة نويثرية» نسبة إلى العالمة الرياضية 
البارزة (CV AYO - ۱۸۸۲( Emmy Noether‏ إذا حققت ما يلى : 

]13 أعظيت CI, Sn rele Ake‏ من ails ROU‏ يوجد عدد 
صحيح ۸ بحيث إن ... > ,ل = ,ل أثبت أن كل حلقة تامة رئيسة هي حلقة 
نويثرية» وكل حلقة تامة نويثرية تحقق شرط وجود التحليل من شروط حلقة 
تحليل وحيد . 

لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة. وليكن R*‏ > م. أثبت أن الشروط التالية متكافئة : 
() «عنصرأولي. 

. م عنصر غير قابل للتحليل‎ (ii) 

. في الفصل الثاني)‎ VY مثالي أعظمي في الحلقة ۸ (انظر التمرين‎ pR (iii) 
. حقل‎ RipR (iv) 

R/pR (v)‏ حلقة تامة. 


y 


=A 
-4 


qe‏ الحلقات والحلقيات 


۳ - لتكن ۸ حلقة تامة رئيسةء 5 حلقة تامة» وليكن 8 ج ۸ :0 تشاكلا غامرا. 
أثبت أنه PE OL)‏ أوى حقل . 

5 - لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد. أثبت أنه يوجد تشاكل غامر من MRD]‏ ۸ . 
استنتج أن REx]‏ حلقة تامة رئيسة إذا وفقط إذاكان R‏ حقلا . 


O gad) 


الحلقيات 


سنقدم في هذا الفصل المفهوم ا مر كزي في هذا الكتاب وهو مفهوم الحلقية على حلقة . 
سيتم وضع بعض الأسس الجبرية للحلقيات - من تعريف البنية إلى دراسة البنى الجزئية 
والتشاكلات وبنى القسمة وإعطاء كثير من الأمثلة . سيلاحظ القارئ أن هذه الطريقة 
بداية مهمة لتسهيل الصعوبات التي ستواجهنا ونأمل ألا يخيب رجاؤه إذا لم يتم إثبات 
مبرهنات تتميز بعمق النتيجة وحذاقة البرهان في هذه المرحلة . 


١‏ - تعريف الحلقية على حلقة 

الحلقية بنية متعددة الاستعمالات وتظهر في كثير من الأشكال غير العادية» 
ولها قدرة على توضيح الميزات المهمة لأنواع واسعة من البنى الرياضية . وتتميز بوجود 
تطبيقات لها في كثير من الفروع الرياضية من نظرية الزمر إلى التبولوجياء كما أنها 
أداة لا يمكن الاستغناء عنها في فروع معينة من الرياضيات . وهي تزودنا كذلك بلغة 
وطريقة» للنظر إلى الأشياءء تختصران المفاهيم وتعبران بجمالية عنها وتوضحان 
وحدة الرياضيات . في حالة تبيان أن ذلك مقدمة لدعاية عن فكرة رياضية جديدة» 
فإنه يجب أن نوضح أن الحلقيات لها عيوب عامة ؛ مثل غياب مبرهنات ذات عمق 
حقيقي» كما أنها تحتاج إلى جهد كبير لكي يتم الحصول على نتائج مفيدة في حالاات 
خاصة . وسنترك ذلك للقارئ كي يحكم بنفسه . 


٩۱ 


۹۲ الخلقات والخلقيات 


تظهر فكرة الحلقية عند محاولة دراسة الجبر الخطى على حلقة بدلا من حقل . 
سيكون أحد أهدافنا من دراسة الحلقيات هو إنقاذ ما يكن من المبرهنات التقليدية 
الموجودة فى الجبر الخطى» وفى نفس الوقت سنشير إلى تحذيرات واضحة عندما لا 
سيتم التخلي عن الترتيب الرائع في إثبات مبرهنات الفضاءات المتجهة» وستكون 
المبرهنات مشروطة بكلمات مثل «إذا» و «لكن». ومع ذلك فإن المردود من عملية 
التصويب هذه سيظهر فى الجزء الثالث من CES‏ والذي سنحصل فيه على بعض 
النتائج المحددة التي تتعلق بالبنية في مواضيع الزمر الإبدالية والمصفوفات اعتمادا على 
التتائج العامة في الحلقيات . 

سنفترض أن القارئ متمكن بشكل مناسب من الجحبر الخطي » وسيتم التأكيد 
على النتائج المألوفة في هذا الموضوع أثناء دراستناء ونسترجعها باستخدام الحقل كحالة 
خاصة من الحلقة» لذلك يتم تقدم القارئ في هذا الكتاب على مستويين» وذلك من 
الخالة الخاصة إلى الحالة العامة ثم إلى الحالة الخاصة مرة أخرى (وهي قاعدة راسخة 
في تعلم الرياضيات) . 
الحلقات حلقات بمحايد.ء إلا إذا ذكر العكس . 


)1-0( تعريف 
ا حلقية على ا حلقة (R-module)R‏ هى زمرة إبدالية M‏ (وبصورة شبه ثابتة 
ستعتبر جمعية) مع تطبيق من M JIR XM‏ يرسل m)‏ :”) إلى m‏ 7 ويحقق الشروط 
التالية : 
r(m, +m) =rm, + rm,‏ 
(r,+r,)m =rm+r,m‏ 
(r, r)m =r (rym)‏ 


lm =m 


.m m,m, EM ولكل‎ ” ror, € ۸ لکل‎ 


ay الخلقيات‎ 
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إذا سمي ما عرف أعلاه حلقية يسرى على الحلقة R‏ سيكون أكثر دقة . ويوجد 


تعريف مشابه للحلقية اليمنى حيث تكتب عناصر ۸ على اليمين . في بعض الأحيان» 
تكون هناك حاجة إلى الحالتين معاء لكن ذلك لن يحدث فى هذا CEST‏ لذلك 
سيكون التركيز على الحلقيات اليسرى . يفضل بعض المؤلفين حذف الشرط الرابع 


ولکننا سنضيفه دائما . 

ملاحظات 

= أول ما يلاحظ في الشروط السابقة للحلقية أنها نفس شروط الفضاء المتجهء 
والفرق الوحيد هو أنه يسمح لما يسمى بالعوامل بالانتماء إلى حلقة بمحايد بدلا 
إلى أي كتاب في موضوع الجبر الخطي) . 

-Y‏ لتكن 1 حلقية غلى ۸: لكل عنص ر#يتنتمى إلى ۸» نعرف التطبيق 


o(r): M>M‏ بالقاعدة 
o(r)(m) = rm (*)‏ 

يوضح الشرط الأول من شروط الحلقية أن (04)7 تشاكل ذاتي للزمرة 
MANLY‏ لذلك © تطبيق من ۸ إلى EndM‏ (التي تشكل حلقة بالنسبة للجمع 
النقطي وتركيب التطبيقات كماتم توضيح ذلك في مثال حلقة .)٠١‏ يوضح لنا 
الشرطان الثاني والثالث أن هذا التطبيق هو تشاكل حلقات كما يوضح الشرط 
الرابع أن يرسل محايد SIR‏ محايد -EndM‏ 

وبالعكس » نفرض MOI‏ زمرة إبدالية وأن تشاكل حلقات من حلقة ۸ 
إلى je: EndM‏ محايد ۸ إلى محايد EndM‏ . نستطيع أن نستخدم المعادلة 
(*) لتحويل M‏ إلى حلقية على ۸. سنترك للقارئ التأكد من أن الفرضية 
السابقة ستجعل شروط الحلقية الأربعة متحققة . 

R معرفة وجود تشاكل من حلقة‎ SIR فإن معرفة حلقية على‎ CU 
فهما طريقتان لرؤية أو‎ WU . إلى حلقة التشاكلات الداخلية لزمرة إبدالية‎ 
وصف نفس البنية.‎ 


qé‏ الحلقات والحلقيات 


٣‏ - نذكر أخيرا بعض النتائج البسيطة والمفيدة لتعريف حلقية M‏ على ۸: لكل 
ع e Mgr‏ « يلاحظ أن: 


O,m=0,, (i) 
rO, = O, (ii) 
(—r)m =—(r m) = r(—m) (iii) 


يمكن التأكد من هذه النتائج بسهولة باستخدام شروط الحلقية بنفس 
الطريقة كما فى برهان مأخوذة .)1-١(‏ 


if 

K يلاحظ أن أي فضاء متجه على حقل × يشكل حلقية على‎ - ١ 

۲ - يكن اعتبار أي زمرة إبداليه A‏ كحلقية على 7 بطريقة طبيعية . حيث لو كتبت A‏ 
كزمرة جمعية» فإننا لاحظنا في بداية الفصل الثاني كيف تم تعريف التطبيق 
na‏ ج a)‏ ,۸) من 4 × 7 إلى A‏ وقد أشير إلى تحقيق هذا التطبيق شروط ال حلقية 
الأربعة. 

۳ - كل حلقة (بمحايد طبعا) يكن التفكير فيها كحلقية على نفسها . نعتبر الزمرة الجمعية 
* للحلقة ۸ كزمرة جمعية ونعرف التطبیق*۸ ج *۸ × ۸ ب ٣8‏ ج (rs)‏ في هذه 
ILI‏ تكون المجموعتان R‏ و M‏ هما نفس الشيء» ولن يسبب هذا أي صعوبة 
تذكر . يتحقق الشرطان الأول والثاني من شروط الحلقية من قانوني التوزيع 
ويتحقق الشرط الثالث من خاصية التجميع بينما الشرط الرابع ماهو إلا خاصة 
المحايد للحلقة ۸. عندما نريد أن نؤكد على ROS‏ حلقية (يسرى) على ۸ 
بدلا من كونها حلقة» نوضح ذلك بأن نرمز لها بالرمزخ1م . لذلك توجد ثلاث 
طرق للنظر للحلقة - كحلقة وكزمرة جمعية إبدالية وكحلقية على نفسها. 
ويلاحظ أنه في كثير من OV‏ تكون الطرق الثلاث لتصور الحلقية مهمة في 
نقس الوقت . 

£- لقد رأينا كيف نستطيع النظر إلى فضاء متجه V‏ على حقل K‏ كحلقية على ۸ . 
إذا أعطينا تحويلا خطيا من ۷ إلى نفسه» فإنه يكن جعل V‏ حلقية على -K[x]‏ 


الحلقيات ۹0 


لكي نوضح ذلك سنذكر أولا بعض حقائق الأولية حول التحويلات الخطية . 
إذا کان 8 ,0 تحويلين خطيين من ۷ إلى ۷وکان ۸ A E‏ فتعرف التطبيقات 
B, ap, Aa‏ +» من ۷ إلى ۷ كما يلي : 
(a+ B)(v) = av) + BO)‏ 

Bo) = aB) 

(Aav) = A(av)) 
حیث « متجه اختياري من ۷ . يكن بسهولة إثيات أن كلا من هذه التطبيقات‎ 
يمثل تحويلا خطيا ل ۷ وأن العمليات الموضحة تجعل /15201. مجموعة كل‎ 
(انظر نهاية الفصل الثالث) . لذلك»‎ K التحويلات الخطية ل/1» جبرية على الحقل‎ 
فإن‎ ٠» اچ‎ € K[x] وكان‎ EndV ع «« 1 يرمز لمحايد‎ EndV إذا كان‎ 

i=0 

العنضرام © + ...+ هه + ليه اعتصر خسن التغريف من 80۵۷ . al jap‏ 
بالرمز Hee SE. f(a)‏ عنصر اختياري ۷ من ۷ (حسب تعريف العمليات في 
(EndV‏ معطى كما يلي : 


Fav) = ay +a av) + ... + a a(o) 


(v) = a a(...(())...)) 
. وحيث © مكررة # من المرات‎ 

الآن لیکن © عنصرا ثابتا في /13001. نحصل على تطبيق من ۷ × KLM]‏ 
إلى ۷ بتعريف 

fv = KDV) 

حيتت v ey f © Biz]‏ وندعي أن هذا التطبيق يجعل V‏ حلقية على Kx]‏ 
سنتأكد من ذلك بالتفصيل OY‏ الحلقيات من هذا النوع ستؤدي دورا مهما في 
الجزء الثالث من الكتاب . وتكون الطريقة الأبسط في التحقق باستخدام 
«الخاصة الشاملة لحلقات كثيرات الحدود). الموضحة في تمرين DE PONY‏ 


الحلقات والخلقيات 


الفصل الثالث. نلاحظ أن التطبيق (۴)0 > f‏ هو تشاكل حلقات من K[x]‏ 
إلى EndV‏ وبالتالي فهو يجعل V‏ حلقية على KE]‏ بنفس الطريقة الموضحة في 
ملاحظة ”المذكورة أعلاه. ومع ذلك» إلى الذين يرغبون التحقق فإننا سنعمل 


ذلك بالحساب المباشر. 

الشرط الأول: 

FO, كاوه‎ FO, e) (حسب التعريف)‎ 
= fo) + fav) (ee (لأن (7)0 تحويل‎ 

الشرط الثاني: 


n . 5‏ 8 7 
نفرض أن -yax s8=} bix‏ عنصران من Kix]‏ (حيث قد 
i=0 i=0‏ 
تكون بعض المعاملات صفرا)» ونفرض أن ۷ ٤‏ . عندئذ يكون 
n ١‏ 
f+g=>(a,+b;)x'‏ 
i=0‏ 
وبالتالي 


n 


(م) نه زرط + به) = (f +g)‏ 


i=0 
n ۴ n ۴ 
= Sa; a'(v)+ 32 a'(v) 
i=0 i=0 
= fv + gv on oe 


الشرط الثالث: 
باستخدام نفس الرموز نلاحظ أن 
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qy الحلقيات‎ 


27 
pae | 3 anh 


k=0\ i+ j=k 


وبالتالي: 


2n 
(fev = | 3 a |0 التعريقه)‎ wom) 


k=O\i+ j=k 


=> (4 a (Es ai(v) ) 


= f(a) (g(@)(v) 
= f(gv) 


الشرط الرابع: مباشر . 
يلاحظ أن البناء يعتمد أو Y‏ على تحديد A‏ معينة . وتؤدي تحويلات خطية 
مختلفة من نوع » إلى تطبيقات مختلفة من KD] × V‏ إلى ۷ وبالتالي إلى 
حلقيات مختلفة . نتكلم عن الحلقية على KE]‏ التي بنيت - كما وضحنا أعلاه 
- كحلقية على K[x]‏ بنيت من V‏ بواسطة © . 
ه- إذاكانت A‏ أية زمرة إبدالية» فإن المجموعة EndA‏ يمكن أن تعطى بنية حلقة 
كما في مثال حلقة :)٠١(‏ وتصبح A‏ حلقية على EndA‏ إذا عرقنا Ga = O(a)‏ 


لكل 4 € » ولكل EndA‏ ع 4 . 


؟ - الحلقيات الجزئية 
الحلقية الجزئية (submodule)‏ من حلقية M‏ على ۸ هي مجموعة جزئية ١‏ من 
M‏ بحيث إن قيد عمليات ۸11 على // يجعل N‏ حلقية على ۸ . هذه العمليات من 
نوعين . عمليتا الزمرة الإبدالية e+‏ - وعملية الضرب من اليسار بعناصر -R‏ لذلك 
نحصل على التعريف: 


4A‏ الحلقات والحلقيات 


(۲-۵) تعريف 
لتكن M‏ حلقية على ۸. نقول عن مجموعة جزئية من ۷ إنها حلقية جزئية 
من ۷1 إذا حققت الشرطين العالبين : 


M اتشكل زمرة جزئية من‎ G) 

ne N «ولكل‎ € R [SrneNn (ii) 

يقول الشرط الثاني إن التطبيق OM‏ 14 × ۸ الذي يعطى بنية الحلقية MS‏ 
تسل N SIRXN‏ من الواضح أن شروط ا حلقية الأربعة تتحقق. وبالتالي Nop‏ 
حلقية على ۸. النتيجة التالية مباشرة . 


(ه-") مأخوذة 

إذا كانت M‏ حلقية على ۸» فإن أية مجموعة جزئية من ۸1 تكون حلقية 
جزئية إذا وفقط إذا كان 

.OEN (i) 

nn, يسم ج للع‎ EN (ii) 


.neN,reRsrneN (ii) 


ibi 

.M حلقيتان جزئيتان هما (0) و‎ R لكل حلقية 34 على‎ - ١ 

OD إذا كانت 4 زمرة إبدالية معتبرة كحلقية على 7 كما هو موضح سابقاء‎ -Y 
ne 7 الحلقيات الجزئية من /هى بالضبط الزمر الجزئية . ذلك لأنه إذا كان‎ 
l Ob ca وكان 4 ع‎ 

na=t(a+... +a) 

مع [nl‏ من المرات من ca‏ وهذا ينتمي إلى أية زمرة جزئية تحوي © . 

٣۳‏ - في فضاء متجه. على حقل »K‏ إذا اعتبر حلقية على . فإن الحلقيات الحزئية 
هي الفضاءات AS Al‏ 
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٤‏ - إذا كانت ۸ حلقة إبدالية بمحايدء فإن الحلقيات الجزئية من , هي بالضبط 
مثاليات الحلقة ۸. تسمى الحلقيات الجزئية من GR‏ في الحالة غير الإبدالية» 
المثاليات اليسرى 1 ۸» ولكن لن نحتاج إلى الإشارة إليها في هذا الكتاب . 

0- نفرض أن ۷ فضاء متجه على الحقل K‏ ونفرض أن ٤ EndV‏ » ونجعل V‏ 
حلقية على KE]‏ بواسطة © . نفرض Ul‏ حلقية جزئية من ۷ على Kx]‏ 
عندئذ بالأخذ في الاعتبار تأثير كثيرات الحدود الثابتة» نرى أن لا يجب أن 
يكون فضاء جزئيا من ۷ . بالإضافة إلى ذلك لما كان لا مغلقا تحت تأثير الضرب 
بعدفإننا نحد أن: 
a(U) c U Gr)‏ 

وبالعكس » أي فضاء جزئي U‏ من V‏ يحقق (*)ء يحقق أيضا: 
avta, ay) +... +a (y) € U‏ 
لكل wel JIya ٤ K‏ وبالتالي فإن لا حلقية جزئية على KU]‏ من ۷ . 
في الجبر الخطي » يسمى الفضاء الجزئي» الذي يحقق (*)» بفضاء جزئي لامتغير 
vain‏ بال إلى © : لذلك ob‏ الحلقيات الحزئية من V‏ المعتبرة alia‏ على 

. ۷ بواسطة »» هي بالضبط الفضاءات الحزئية اللامتغيرة بالنسبة إلى © في‎ KI] 
أن تقاطع أي‎ )۴-٠١( يستطيع القارئ أن يتأكد بسهولة باستخدام المأخوذة‎ 

مجموعة غير خالية من حلقيات جزئية من حلقية deM‏ ۸ يكون حلقية جزئية من 

4. ويعطينا هذا مبررا لتعريف الحلقية ا لجزئية ا مولدة بواسطة مجموعة جزئية من M‏ 


)4-0( تعريف 

إذا كانت X‏ مجموعة جزئية من حلقية M‏ على ۸ فإن حلقية ا جزئية من M‏ 
ا مولدة بواسطة ×هي أصغر حلقية جزئية من ۷1 تحوي × . 

يلاحظ أن التعريف له معبى لكون تقاطع كل الحلقيات الجزئية من AIM‏ تحوي 
اهو نفسه حلقية جزئية تحوي × وهي الأصغر بين هذه ا حلقيات الجزئية . لكي نصف 
هذه الحلقية الجزئية بشكل أكثر وضوحا نحتاج إلى أن نقدم بعض الرموز . 


ja‏ الحلقات والحلقيات 


jms 
وكانت‎ cM حلقية على ۸ » وكانت × مجموعة جزئية غير خالية من‎ M إذا كانت‎ -١ 


eS, x; eX, n=}‏ وم 
i=l‏ 
التي تتكون من كل المجاميع المنتهية من عناصر على الشكل sx‏ حيث 5 © s‏ 
ولا ند. لذلك SX Ob‏ مجموعة جزئية من M‏ إذا كانت 14 هى eR‏ فإن × 
و 3 مجموعتان DLS je‏ من ۸ وحاضل SKS pall‏ المعرف أعلاه هو تقس 
حاصل الضرب على اعتبار أن 5 و X‏ مجموعتان جزئيتان من R‏ (انظر بداية 
الفصل الثاني) . يلاحظ أن SX‏ مغلقة تحت تأثير الجمع حسب تعريقها. إذا 
كانت X‏ زمرة جمعية جزئية من OM‏ فإن × تحوي الصفرء وبالتالي عند اختيار 
عنصر S‏ من المجموعة غير SAS‏ نجد أن SX‏ يحوي 0 = 50. أيضا SX‏ 
يحوي e= ×, > XOY - (Esi) = Es; (=x)‏ وبالتالي SK OP‏ زمرة جزئية 
من 14 في هذه ال حالة . JEL‏ إذا كانت 5 زمرة جزئية من *۸» فإن SX‏ تكون 
زمرة جزئية من M‏ 
عندما تكون × أو S‏ مجموعة تحوي عنصرا واحداء سنکتب SX‏ بدلا من 
6( » ونكتب ×5 بدلا من (×)5. يستطيع القارئ أن يتأكد من أن التقارير 
التالية صحيحة . 
(i)‏ إذا كانت × زمرة جمعية جزئية من 1 فإن ١لا -SX = {sx: x E‏ 
(ii)‏ إذا كانت 5 زمرة جزئية من SJOP R‏ ع Sx = {sx : s‏ 
iii)‏ إذا كانت (SAR‏ فإن SX‏ تكون حلقية جزئية من .M‏ 
۲- سبق أن عرفنا مجموع مجموعات جزئية من حلقة» ويمكن تعريف مجموع 
مجموعات جزئية من حلقية على ۸ بطريقة مشابهة . فإذا كانت Lp .... L,‏ 
مجموعات جزئية غير خالية من حلقية 44 على ۸» فإننا نعرقف 


n 
SL = Ly ++ Ly, = {lh teeth il EL} 
i=l 


A) الحلقفيات‎ 


حيث نفرض أن 1 < 7. ويكون هذا الترميز ذا أهمية خاصة عندما تكون كل 
من L,‏ حلقية جزئية . 


)0-0( مأخوذة 
لتكن M‏ حلقية على ۸ . 


n 
M حلقية جزئية من‎ SL; فإن‎ (n2 1)M ,رن حلقيات جزئية من‎ .... L, إذاكانت‎ )1( 


i=l 
M ا حلقية ا جزئية من‎ ARX فإن‎ M مجموعة غير خالية من‎ X إذا كانت‎ (ii) 
LX بوامطة‎ 5 gl 
iM مجموعة غير خالية ومنتهية من‎ X = {ts TE إذا كانت‎ (iii) 
n 
RX = Y Rx; op 
i=l 
البرمهان‎ 
. برهان هذه الفقرة للقارئ‎ ds C) 
مثالى فى‎ R حيث إن الحلقة‎ M حلقية جزئية من‎ RX سبق أن تحقق القارئ كون‎ ii) 
بالإضافة‎ .X تحوي‎ RX وبالتالي فإن‎ ex = lx ع‎ RX op ex إذا کان × ع‎ .R 
إلى ذلك» كل حلقية جزئية من 1 تحوي ]1 يجب أن تحوي كل عنصر‎ 
وبالتالي تحوي كل مجموع منته لمثل هذه العناصرء فهي‎ «(reR,xe K)rx 
.× تحوي‎ M هى أصغر حلقية جزئيّة من‎ RX Op لذلك‎ RX إذن تحوي‎ 
من‎ tolg .۸× = (rx: re R( فإن‎ eveia اف‎ ge ii) 


n 
TE R حيث‎ ٣۸ + ... FM, التعریف» ;×۸ ر تتكون من کل العناصر‎ 
i=l 


لكن من تعريف RX‏ نستطيع التعبير عن أي عنصر في RX‏ بهذه الصيغة بعد 
إعادة تجميع الحدود» إذا لزم الأمرء واستخدام الشرط الثاني من شروط 


الحلقية. إذن LS <۸۸; = RX‏ هو مطلوب. 


i=l 


JEY‏ الحلقات والحلقيات 


)1-0( تعريفان 

يقال إن ا حلقية 1 على ۸ مولدة نهائيا (finitely-generated)‏ إذا أمكن توليدها 
بواسطة مجموعة منتهية من عناصرهاء ويقال عنها إنها دوروية (Cyclic)‏ إذا أمكن 
توليدها بواسطة أحد bs pobe‏ 

من المأخوذة )0-0( تكون M‏ مولدة نهائيا إذا وفقط إذا وجدت مجموعة منتهية 
من العناصر M‏ ع ,۸ ,... × بحيث إن كل Sex © M‏ التعبير عنه كت ركيب خطي» 


n 
eM = Rx تكون 14 دوروية إذا وفقط إذا كان‎ r, © ۸ :دحيث‎ pola x = :إل‎ 
i=] 
× و٣‎ €  ثيح‎ ٣× لعنصر ما ع ×؛ أي أن كل عنصر من 14 يكون على الصيغة‎ 
.M عنصر ثابت فى‎ 


أمثلة 

١‏ - نفرض أن ۷ فضاء متجه على حقل K‏ إن ۷ يكون مولدا نهائيا كحلقية إذا 
وفقط إذا كان V‏ كفضاء متجه على K‏ ذا بعد منته ويكون دورويا إذا وفقط إذا 
كان 0 = .dimV = 1 sidimV‏ 

؟ - 24 أن 4 زمرة إبدالية . إن 4 تكون مولدة نهائيا كحلقية على Z‏ إذا وفقط إذا 
كانت A‏ مولدة نهائيا كزمرة» وتكون 4 حلقية دوروية على 7 إذا وفقط إذا 
كانت زمرة دوروية. 

- نفرض أن ۸ حلقة إبدالية بمحايد ونفرض MOl‏ حلقية جزئية من MARS) -R‏ 
كما رأينا. تكون M‏ حلقية جزئية دوروية من JR‏ إذا وفقط إذا كان M‏ مثاليا 
رئيسيا في R‏ . وبوجه خاص R = R‏ حلقية دوروية على ۸ . 

سيكم التحدث أكثر عن هذه المفاهيم مستقبلا . 


۳ - التشاكلات وحلقيات القسمة 
(ه-/) تعريف 
لتكن N 9M‏ حلقيتين على ۸» يقال عن تطبيق >N‏ 8:1 إنه تشاكل (وبشكل 
أكثر دقة تشاكل حلقيات على ۸ أو تشاكل على ۸) إذا حقق الشرطين التاليين : 


لهات ونا 


6), + m,) = 0(m,) + O(m,) 
6), m) = r 0(m) 


ER ولكل‎ 1, m,m, € 1 لكل‎ 


ملاحظات 

-١‏ لاحظ أن 11و ۷ حلقيتان على نفس الحلقة. لا نستطيع أن نعرف تشاكل 
حلقيات بصورة معقولة من حلقية على ۸ إلى حلقية على S‏ عندما تكون ۸ و5 

؟ - يعرف كل من التشاكل المتباين والتشاكل الغامر والتماثل في الحلقيات بنفس 
الطريقة التي Ge‏ بها في الزمر والحلقات . 


١‏ - إذاكانت N gM‏ حلقيتين على CR‏ فإن التطبيق الصفري الذي يرسل كل عنصر 
من 14 إلى 0 تشاكل حلقيات على ۸. كذلك التطبيق المحايد على BEM‏ 
ذأتو على R‏ 

-Y‏ لتكن ۸ و 8 زمرتين إبداليتين معتبرتين كحلقيتين على eZ‏ عندئذ فإن التشاكلات 
على ۸ من ۸ إلى 8 هي التشاكلات من 4 إلى 8 كزمرتين . 

3 ليكو انعا سبوا على إن التشاكلات الداخلية ل ۷ على هى 
المدريلزات blab‏ مج gen ally tat JV‏ أغ#رموت الول الجدوعة ب 
۷ع . يفضل أن يستخدم الرمز End V‏ لأنه أوضح pats‏ بين End, V‏ و 
End, V‏ والأخيرة هى مجموعة التشاكلات الداخلية للزمرة الجمعية VS‏ 

als bls RSI - 4‏ التشاكلات الداخلية على ۸ للحلقية #؟ يلاحظ 
أن هذه ليست تشاكلات داخلية للحلقة حيث إن تشاكل الحلقات R‏ ج ۸ : 8 
يجب أن يحقق 

A(rs) = O(r)@(s) 


17 الخلقات والخلقيات 


لكل ۸ © 5 ”» بينما التشاكل الداخلي 4 للحلقية pR‏ يجب أن يحقق 
p(rs) =  0)5(‏ 

لكل > 5 . وكمثال على ذلك LIS‏ = ۸» التطبيق«2 ج ۸ :ض 
هو تشاكل داخلي على 7 ولكنه ليس تشاكل حلقات لأن 
)00 )00 4 (1:4)1 = 2= (4)1.1.. وإذااكان Gb NOPR =C‏ 
x‏ > × : 0 الذي يرسل كل عنصر إلى مرافقه المركب هو تشاكل داخلى 
Cia‏ ونكت ليس ON Cut ple Les sls‏ 
lly Oi.) = OC 1) =- 1‏ + = )-(= 10)3. 

التفريق بين تشاكل حلقات وتشاكل حلقيات على حلقة مهم جدا ولذلك 
يجب إعطاء الحالات التى يظهر فيها بعض التشويش بينهما إهتماما أكثر . 

إن تطوير مبادئ نظرية تشاكل الحلقيات على حلقة سيتبع الطريقة 
الاعتيادية باستخدام النواةء بنية القسمة» التشاكل الطبيعي . . . الخ وستترك 
تفاصيل كثيرة للقارئ OV‏ النقاش يتبع مثيله في البند ۲ من الفصل الثاني مع 
تعديلات طفيفة تأخذ في الاعتبار التأثير من اليسار لعناصر الحلقة بدلا من 
الضرب المستخدم في الحلقات . 

يلاحظ أولاء أنه إذا كانت N 9M‏ حلقيتين على R‏ وكان N‏ ج 8:11 
تشاكلا على ۰۸ فإن 6 بوجه خاص تشاكل زمر وبالتالى يوجد له نواة 

{m e M: @(m) = 0}‏ = ورععا 1 
باستخدام الترميز أعلاه» يمكن إثبات ما يلي بسهولة . 


(ه-86) مأخوذة 

M 0ع حلقية جزئية على ۸ من‎ (i) 

LN حلقية جزئية على ۸ من‎ 0 (ii) 

وعند الاستقصاء be‏ إذا كانت كل حلقية جزئية K‏ من M‏ على ۸ هي نواة 
تشاكل للحلقية M‏ على ۸ يتم اكتشاف حلقية القسمة MIK‏ وهي تتكون» حسب 
التعريف» من كل المجموعات المشاركة 


الحلقيات 1۰0 


K+m={kim: ke K} 
R زمرة إبدالية » ونجعلها حلقية على‎ MIK OI) نلاحظ‎ M لكل اختيارات :7 في‎ 
بتعريف‎ 
r(K + m) = K + rm 
K + mS لكل ۸ ع ” ولكل مجموعة مشار‎ 
oY w(m—m)€ K وإذن‎ «m- 7“ ع‎ K ùl «K + m = K +m oS إذا‎ 
MIK وعليه فإن تأثير ۸ على‎ .۸ + rm=K+rm ob حلقية جزئية » وبالتالي‎ K 
كما هو موضح أعلاه حسن التعريف . نلاحظ أن شروط الحلقية الأربعة محققة»‎ 
MJ حلقية القسمة‎ MIK بنية الحلقية على ۸؛ تسمى‎ MIK وبذلك أعطيت المجموعة‎ 
AM أن نعطي بعض الاهتمام للحالة الخاصة التي تكون فيها‎ clos .۸ على‎ 
وحلقية القسمة‎ RIK مثاليا للحلقة ۸ للتمييز بين حلقة القسمة‎  نوكيو‎ oR الحلقية‎ 
كما نود أن نشير إلى أن التشاكل الطبيعي‎ RIK التي يرمز لها بنفس الرمز‎ pR للحلقية‎ 
.۸ هو تشاكل غامر على ۸ ونواته‎ v(m) =K + 71 :نه المعطى بالقاعدة‎ M — MIK 
مع‎ )۱١-۲( سنكتفي بذكر منطوق المبرهنات المماثلة للمبرهنات (۸-۲) إلى‎ 
. بعض التغييرات الواضحة‎ 


)4—0( مبرهنة 

لتكن N 9M‏ حلقيتين على ۸ و K‏ حلقية جزئية من U:M— MIK 9M‏ 
التشاكل الطبيعي . وليكن G: MON‏ تشاكلا على ۸ تحوي نواته ۸. عندئذ يوجد 
تشاكل وحید ۷ على ۸ من 14/6 إلى N‏ بحيث يكون الرسم التخطيطي التالي تبادليا. 


yey‏ الحلقات والحلقيات 


)1—0 1( مبرهنة 
إذا كانت N 9 M‏ حلقيتين على ۸ وكان M >N‏ : 4 تشاكلا على ا حلقة من 
N JIM‏ فإن 
Mikerg = im@‏ 


)1-0 1( مبرهنة 
K+LiK=LILQK‏ 


Y-0)‏ \( مبرهنة 
إذاكانت K yL‏ حاقیتین جزئيتين من حلقية eM‏ ۸ وکانت OB KCL‏ 
(M/K)/(L/K) = MIL‏ 


(\Y—0)‏ مبرهنة 

l]‏ كانت M‏ ا حلقیتین على ۸ وکان M >N‏ : 4 تشاكلا على R‏ فإن م 
و G‏ تنشئان تقابلا يحافظ على الاحتواء بين مجموعة ا حلقيات ا جزئية من ]/( التى 
تحوي kero‏ ومجموعة ا حلقيات ا حزئية من „imọ‏ 1 

قد يستغرب الطالب ثاقب الفكر BU‏ لا يمكن إيجاد طريقة نثبت بها كل مبرهنات 
التماثل المتعددة في مواضيع الزمر» الحلقات» الفضاءات المتجهة» الحلقيات› الخ 
مرة واحدة. يكن أن يحدث ذلك » ولكنه يقع حارج نطاق هذا الكتاب وهو في الحقيقة 
ضمن مواضيع الجبر الشامل (انظر المرجع ]1965 ({Cohn,‏ 


4 - المجموع المباشر للحلقيات 
يمكن الحصول على المجموع المباشر للحلقيات على ۸ (كلها مأخوذة على نفس 
الحلقة (R‏ بنقس الطريقة الاعتيادية . وسيؤدي المجموع المباشر للحلقيات دورا مهما 
في هذا الكتاب» حيث ستقوم في الجزء الثالث من هذا الكتاب بالتعبير عن حلقية 


١ 4 الخحلقيات‎ 


عامة من نوع سندرسه كمجموع مباشر لحلقيات جزئية منها والتي لها بنية سهلة الدراسة 
وستكون في الواقع لبنات بنائية أولية للبنية الأصلية . 


(ه-4١)‏ تعريف 
يقال عن ا حلقية 4 على ۸ إنها المجموع المباشر الداخلي للحلقيات ا جزئية 
M,‏ ,... .11 إذا تحقق الشرطان التاليان : 


M = YM; (i) 
i=l 
M; ^ رجز‎ M; =0} «1 <i لكل ك‎ (ii) 
j#i 
وكالعادة سنعتبر الحلقية الصفرية المجموع المباشر الداخلي‎ c MM ® ... © 1, نكتب‎ 
. لمجموعة خالية من الحلقيات الجزئية‎ 


(ه-هة )١‏ مأخوذة 
إذا كانت M, ..., M,‏ حلقيات جزئية من OGM‏ النصين الآتيين متكافئان : 
(i)‏ 1( المجموع ا مباشر الداخلي ل,1/ 
(ii)‏ لكل ٣ E M‏ تمشيل وحيد على الصورة التالية : 
m= m, Fan F M,‏ 


.m, ع‎ M, حيث‎ 


البرهان 
(i)‏ ك (11). حسب المتطلب الأول من تعريف المجموع المباشر الداخلي» OP‏ 


n 
نقرض‎ . m; eM, حيث‎ m= Sm, ع :7 يكن التعبير عنه بالصيغة‎ 14 pas كل‎ 


i=l 


م١٠١‏ الحلقات والحلقيات 


n 
فيكون:‎ m; eM; حيث‎ m=} M; أنه يوجد تمثيل آخر‎ 


i=l 
m; = M; =F (m -m)eM; ym, = {0} 
jti jai 


إذن m = m;‏ والتمثيل وحيد. 

Gil)‏ © (1). يلاحظ بالتأكيد أن النص ii)‏ يؤدي إلى المتطلب الأول من تعريف 
المجموع المباشر الداخلي. إذا كان M,‏ ع om,‏ فإن التعبير الوحيدعنههو 
0 +...+ 0 + م + 0 +...+ 0 = 1 حيث تظهر ” في الموضع رقم ؛ من المجموع . 
ولكن لكل عنصر في ÈM;‏ يظهر 0 في الموضع i‏ في التعبير الوحيد عنه. إذن 

j#i 
i) وهذايثبت النص‎ 1; ۸ < M1; = {0} 
j#i 

تسمى العناصر ,7 التى تظهر في التمثيل الوحيد المشار إليه فى النص الثانى من 
الملأخوذة المذكورة أعلاهء rT‏ بالف للتفريق المباشر المعطى » mepe‏ 
m— m,‏ : 7 الإسقاط MI‏ على $M,‏ ويمكن النظر إلى ,7 كتطبيق من 74 إلى نفسهاء 
ويستطيع القارئ أن يتحقق بدون صعوبة من أن m‏ تشاكل داخلي M3‏ 

يمكن بناء المجموع المباشر الخارجي lad‏ على ۸ (كلها مأخوذة على نفس 
الحلقة (R‏ بالطريقة العادية . والمجموعة التي تبني المجموع المباشر الخارجي للحلقيات 
le M,, sa M.‏ ۸ هي مجموعة كل العديدات aig tt}‏ ) من النوع en‏ 
.m,€ M,‏ يعرف الجمع وتأثير ۸ على عناصر المجموع المباشر الخارجي كما يلي : 

(mx. My ) + (My sees My) = (My +... + My ) 
r(m,,..,m,) = (rm... rm) 

يمكن التأكد بسهولة أن ذلك يعطي حلقية على R‏ نرمز لها كالعادة بالرمز 
MO... OM,‏ . مجموعة كل العديدات من mg sl‏ التي تكون كل مركباتها التي 
تختلف أرقامها عن ؛ أصفاراء هي حلقية جزئية» BE M;‏ ,۸1 ويكون 1 المجموع 


yeg الخلقيات‎ 


المباشر الداخلى للحلقيات :74 » كما فى حالة الحلقة . بالإضافة إلى ذلك» فإن كل 
مجموع مباشر داخلى لحلقيات جزئية » PU‏ المجموع المباشر الخارجي لهذه الحلقيات. 


تمارين على الفصل الخامس 

(في التمارين AS‏ ۸ حلقة إبدالية بمحايد إلا إذا ذكر غير ذلك) 
لتكن ۸ الحلقة الجزئية (7 sabe‏ 2/دط fat‏ من ). يكن التفكير فى ۸ 
كحلقية على 2 أو كحلقية على نفسها (انظر امثالين ۲ و 8 في بداية الفصل) . 
esi‏ أن التطبيق 6 + ةف 8/2 + »هو sls‏ داخلى للحلقية 8 على 2 
ولكنه لاتمثل تشاكلا داخليا للحلقية على نفسها ولا ثل ISLES‏ داخليا للحلقة 
۸. أثبت أن ۸ كحلقية على pL PUZ‏ © لر. 
ليكن ۷ فضاء متجها على حقل K‏ وأساسه را {vp‏ و ۷ ج 7 :0 التطبيق 
المعرف بالقاعدة ر2 + aay, +A,v,) =A,v,‏ لكل A,A, EK‏ أثبت أن 
End,V‏ © » وصف (بإيجاد أساسات) كل الحلقيات الجزئية ل ۷ باعتباره حلقية 
على KE]‏ بواسطة ». قارن هذه بالحالة التى يعتبر فيها ۷ حلقية على -K‏ 
i paa)‏ عيز l (2 bly SK‏ 
أثبت أن المجموعة الجزئية ,27 من الحلقية على ,1 حلقية جزئية . أثبت أيضا أن 
ple 7‏ 7 كحلقية ولكنها لا PU‏ 1 كحلقة. 
لكي نعمم التمرين السابق» نفرض أن ۸ حلقة تامة وأن :د عنصر غير صقري 
من 8.. RER OIC‏ كحلقيتين على ۸. أثبت أن ×۸ = ۸ كحلقيتين إذا 
وفقط إذا كان pace x‏ وحدة . 
أثبت أن REx]‏ حلقية مولدة نهائيا على ۸ إذا وفقط إذا كان {OF‏ = ۸. أثبت أن 
ليست مولدة نهائيا كحلقية على 7. 
أوجد طريقة طبيعية تجعل MR)‏ حلقية على R‏ وأثيت أن 
M (R)=,RO®...@ R‏ المجموع المباشر الخارجي لل مع نفسها*/ ol diy‏ 
لتكن M‏ حلقية على ۸ وليكن ٣‏ عنصرا ثابتا من ۸ . mrm job ol ei‏ 
تشاكل داخلي للحلقية M‏ على . نرمز لنواة هذا التشاكل الداخلي بالرمز 


الحلقات والحلقيات 


M,‏ أثبت أن MIM, =rM‏ . إذا كان M =M, © M,‏ المجموع المباشر الداخلي 
خلقیتین جزئيتين» فأثبت أن rM, @rM,‏ = 1 وأن M1, =(M,),® (M,),‏ . 
لتكن 1 حلقية على و .M=LON‏ إذا كان M=L,®...OL,‏ 
و N, © ... ON,‏ = اال فأثبت أن L, ®... © 1, © N, © ... ON‏ = 80 (كل 
المجاميع المباشرة داخلية) . عمم هذه النتيجة . 
لعكن M, M, N,N,‏ حلقيات على !و i= 1,25M,=N,‏ أثبت أن 
.M, © MH, = N, ON,‏ هل العكس صحيح ؟ 
لتكن M‏ حلقية على ۸ وضع ((0) = 11 : ۸ J = (re‏ أثبت أن ۸> 7 وأنه 
يكن جعل M‏ حلقية على الحلقة RIJ‏ بطريقة طبيعية . 
نفرض أن يلآ ,۷ فضاءان متجهان على حقل K‏ نجعلهما حلقيتين على K[x]‏ 
بواسطة e End,V,‏ ے (2 ,1 (i=‏ أثبت أن ر۷ = ,۷ كحلقيتين على BIKE]‏ 
وفقط إذا a, = 71a, yols‏ حيث ل تماثل فضاءات متجهة من ,۷ إلى Vy‏ 
نفرض Ml‏ حلقية على R‏ وأن 800,4 = E‏ هى مجموعة كل التشاكلات 
الداخلية على ۸ للحلقية ۸1 . TE T ach OT aa‏ 

(7, + 7,) Gn) = n,m) + n,m) 

(7,7) (m) = n (N, (mn) 
يكن اعتبارها‎ Mol حلقة . أثبت‎ E يجعلان‎ (N, N, E€ E gm €٤ 24 (حيث‎ 
-M للحلقية‎ E يعين تشاكلا داخليا على‎ R وأن كل عنصر في‎ E كحلقية على‎ 
7 مجموعا مباشرا داخليا لحلقيات جزئية » وليكن‎ M =M, © ... © 11, ليكن‎ 


awe 


الإسقاط المرافق له على M,‏ أثبت أن: 
(ii) r =r (iii) i#jonn,=0‏ ادبم (i)‏ 
i i i ‘ia i‏ 


حيث يرمز 0 و 1 إلى التشاكل الداخلي الصفري والتشاكل الداخلي المحايد 
للحلقية M‏ على الترتيب. 


-A 


الحلقيات 11۱ 


نفرض أن ,7 ,... ,7 تشاكلات داخلية لحلقية اختيارية تحقق الشروط من AND‏ 
(iii)‏ المذكورة أعلاه ونفرض أن .M, = ima,‏ أثبت أن M=M,®...@M‏ 
وأن T‏ هي الإسقاطات المرافقة للمجموع المباشر . 

5* - إذا كانت M‏ و N‏ حلقيتين على ۸ وكانت Hom, (M, N)‏ هى مجموعة كل 
التشاكلات على ۸ من IM‏ فأثبت أن التعريف النقطي للجمع يجعل 
Hom, (M, N)‏ زمرة إبدالية . 
لیکن M = MOM,‏ مجموعا مباشرا داخليا حلقيتين جزئيتين وليكن T,‏ 7 


2 
الإسقاطين المرافقين له . أثبت أنه إذا كان End, M‏ ء ف فإن Or;‏ ,ل - فم . 
i,j=l‏ 


لیکن mT],‏ = ر0 فانه يكون لدينا التطبيق 


bs |‏ و 
922 $21 
Hom, (M, M) >‏ ع ,0 . أثبت أن عمليتي الجمع والضرب العاديتين 
على المصفوفات تجعلان مجموعة المصفوفات التى من هذا النمط حلقة وأن 
التطبيق المذكور أعلاه هو تمائل حلقات . l‏ 
وضح ذلك في حالة كون M‏ فضاء متجها بعده 2 على حقل . عمم إلى 
الحالة التى يكون فيها عدد المجمعات يساوي 7. 
عين End,A‏ عندما A = L, Ly 1, © L, L © L‏ 


yo) gad) 


بعض أنواع الحلقبات الخاصة 


إن دراسة الحلقيات بصورة عامة متنوعة ومعقدة بعض الشيء . ولكننا نستطيع تقييد 
بعض خصائص ال حلقيات بطرق مختلفة حتى نتمكن من التركيز على أجزاء من 
الموضوع ولكي نتمكن من وصف ما نلاحظه بوضوح أكثر . سنعطي عناية خاصة في 
هذا الفصل لعدة ميزات للحلقيات تجعل دراستها ممتعة. ولا كان هدف الكتاب ليس 
إعطاء معالجة شاملة لنظرية الحلقيات بل توضيح قيمة الحلقيات في زاوية صغيرة من 
موضوع الجبر الحديث. فإنه قدتم تقييد الاختيار معتمدين كلية على احتياجاتنا فيما 


١‏ - تفاصيل أكثر عن OLA!‏ المولدة نهائيا 

سبق أن تعرفنا على الحلقيات المولدة نهائيا فى البند ۲ من الفصل الخامس . نتذكر 
of‏ لقية 1 على LS gS yo R‏ إذآ و فط ]ذا ONS‏ يويد SAM ony Mh, ie DAE‏ 
M pole‏ بحيث إن كل عنصر M‏ © :7 يكن التعبير عنه (قد يكون ذلك بعدة طرق) 
كث ركيب خطي : 

m= F m, Pisce a +r m, 

حيث المعاملات ۸ E‏ . سيكون من المفيد أن نعرف كيف تسلك خاصة «مولدة نهائيا» 
تحت تأثير العمليات على الحلقيات والتي سبق أن قدمت في الفصل السابق . 


11۳ 


118 الحلقات والخلقيات 


)١1-5(‏ مأخوذة 
لتكن 1 حلقية على ۸. عندئذ يكون : 

(i)‏ إذا كانت M‏ مجموعا لعدد منته من ا حلقيات ا جزئية ا مولدة نهائيا فإن M‏ مولدة 
نهائيا . 

(ii)‏ إذا كان من الممكن أن تولد dal pM‏ 5 من عناصرهاء وكانت N‏ حلقية جزئية 
من M‏ فإن MIN‏ يكن أن تولد بواسطة 5 من عناصرها . 

M, وكانت 1 مولدة بواسطة 5 من عناصرهاء فإن‎ M = 24, © 81, إذا كانت‎ (iii) 


يكن أن تولد بواسطة 5 من عناصرها . 
البرهان 
(i)‏ واضح . 


(ii)‏ حسب الفرض يوجد 5 من pols‏ 1 ولتكن ,۳ ,... ,71 بحيث إن كل عنصر 


S 
وبذلك‎ eRe > حدس‎ YM; ”يكونلەالصيغة‎ € 
i=] 


S 
. MIN تولد‎ N + My ..., N +m الذي يوضح أن‎ N+m= Yr (N + m;) 


i=] 
تحصل على‎ )١11- 0) باستخدام‎ (iii) 
MIM, = (M, © M,)/M,=M,(M, ^ M,) = M/{0} =M, 

الآن حسب (ii)‏ يمكن أن تولد MIM,‏ بواسطة 5 من عناصرهاء لذلك ,1 يكن 
أن تولد بواسطة 5 من عناضرها . 

بالرغم من أن كل مجمع مباشر من حلقية مولدة نهائيا يكون مولدا نهائيا إلا أنه 
يلاحظ أن حلقيات جزئية من حلقية مولدة نهائيا ليس من الضروري أن تكون مولدة 
نهائيا. قارن ذلك مع الفضاء المتجهء حيث كل فضاء جزئي من فضاء ذي بعد منته 


يكون ذا بعد منته . 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة \\o‏ 


Ji 
(حيث عمليات هذه الحلقة عمليات‎ R > R لتكن ۸ حلقة كل التطبيقات‎ 
إن ۸ حلقة إبدالية بمحايد حيث المحايد هو التطبيق‎ (A) نقطية كما في مثال حلقة‎ 
حلقية دوروية وبالتالي فهي بالتأكيد‎ 14 = ROI . 1 SR الذي يرسل كل عنصر في‎ 

مولدة نهائيا. l‏ 00 

لتكن N‏ مجموعة كل ۸ © / الذي يتلاشى خارج فترة منتهية ما؛ أي EN‏ / إذا 
وفقط إذا كان يوجد عدد صحيح 0 < en‏ يعتمد بالطبع على of‏ بحيث إن 0 = FX)‏ 
طا لما lal > mols‏ . من الواضح أنه إذا کان ۸ ع ۾ NOP f,‏ ع م - / وأيضا إذا كان 
e 8‏ 5 فإن ۸ ع ۸۴ لأن ۸۴ يتلاشى طالما كان / يتلاشى . بالإضافة إلى ذلك» إن 
التطبيق الصفري 0 ينتمي إلى ۸. NOS‏ حلقية جزئية من -M‏ 

لتكن (,/ {Fp oo‏ مجموعة منتهية من الدوال فى ON‏ إذن لكل i‏ يوجد عدد 
صحيح Bren‏ إن 0 = Ub f(x)‏ كان lel < n‏ . إذا كان OG en = maxn,‏ كلا من 
ل fy‏ يتلاشى خارج enn)‏ وبالتالي كل تركيب خطي RER, f,‏ € ۸)یتلاشی 
خارج a]‏ ۸ -] . إذن NISY fy of,‏ فمثلا الدالة التي تأخذ القيمة 1 عند كل 
نقطة من [(1 + 0( ,(1 + (n‏ -] والقيمة صفر خارج هذه الفترة تنتمي إلى N‏ ولكنها 
ليست تركيبا خطيا ل,7/. لقد أثبتنا إذن أن ١‏ ليست مولدة نهائيا . 

ليس من الصعوبة استبدال الحلقة ۸ بحلقات أصغرء مثلا حلقة الدوال التى لها 
مشتقات من جميع الرتب» من l RAR‏ 


؟ - حلقيات الفتل 
(Y1)‏ تعريف 
يقال عن عنصر من حلقية deM‏ ؟!إنه عنصر فتل إذا وجد عنص ر غير صفري 
٣ ER‏ بحيث إن 0 = erm‏ ويقال عن حلقية yi)‏ حلقية فتل (torsion module)‏ إذا 
كان كل عناصرها عناصر فتل . وعلى النقيض من ذلك » تسمى حلقية عدية 
الفتل (torsion-free module)‏ إذا كان لا يوجد فيها عناصر فتل غير صفرية . يسمى 


العنصر عنصرا عدي الفتل إذا لم يكن عنص رفتل ؛ أي أن :1 يكون عنصرا عدي الفتل 


TYN‏ الحلقات والحلقيات 


إذا La‏ إذا کان 0 = rm‏ يقتضى أن 0 r=‏ لاحظ أنه فى أية حلقية على حلقة غير 
صفرية » يكون الصفر دائما عنصر فتل . 


(-") مأخوذة 
لتكن ۸ حلقة إيدالية بمحايد» ولتكن M‏ حلقية على ۸. عندئذ» لكل 11 me‏ 
تكون المجموعة 
o(m) = {re R:rm =0}‏ 
UE‏ في ا حلقة -R‏ 


البرهان 

من الواضح أن of)‏ € 0 حسب ملاحظة (Y)‏ في بداية الفصل الخامس . 
نفرض re Roler,.r, 3 omol‏ دجن Oh‏ تیت أن rrr,‏ میا إلى 
oI . 0(m)‏ 

(r -r)m=rm-r,m=0-0=0;(rr)m=r(rm) =r0=0 


كما هو مطلوب (كم من شروط DLUH‏ استخدم؟) 


(4-5) تعريف 
يسمى (0)71 مثالى الترتيب (order ideal)‏ للعنصر 71 . 


ملاحظات 
١‏ - باستخدام التعريف السابق» يكون عنصر من M‏ عنصر فتل إذا وفقط إذا كان 
مثالي الترتيب له غير صفري . 


١‏ - في الحلقات العامة نستطيع فقط أن نقول عن o(m)‏ إنه مثالي أيسر. 


أمثلة 


١‏ - لنعتبر الزمرة الدوروية ([2] , [1] , [0]) = ,7 . لكون ,7 زمرة إبدالية فيمكن 
اعتبارها كحلقية على 7 بطريقة اعتيادية ؛ لنعين ([0)]1 . لما كان [n]‏ = [۸]1» 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة 11¥ 


e 0)]1[( OL‏ إذا وفقط إذا كان3|2. وعليه 3Z op‏ = ([0)]1. إذن» 
العنصر [1]» الذي له الرتبة 3 كعنصر من زمرةء يكون مثالي الترتيب GUNS‏ 
من 2 الرلد يواسطة 8 Lily)‏ بواسطة 4-3. يبتطيع fgg LW‏ يتأكد آيضا أن 
7 = ([0)]2. 

بصفة عامة إذا كانت A‏ زمرة إبدالية اختيارية معتبرة كحلقية على L‏ 
فأي عنصر من ۸ يكون دوريا (أي له رتبة منتهية كعنصر من زمرة) إذا وفقط إذا 
كان مثالي الترتيب له غير صفري ؛ تنطبق في هذه الحالة رتبة العنصر كعنصر 
من الزمرة A‏ مع المولد الموجب لثالي الترتيب للعنصر . وتكون رتبة العنصر لا 
نهائية إذا وفقط إذا كان مثالى الترتيب للعنصر هو المثالى الصفري . يلاحظ أن 
مفهوم «مثالي الترتيب» يعمم بسهولة إلى حلقية على حلقة إبدالية اختيارية 
بينما مفهوم «رتبة عنصر» لا يعمم . 
إذا اعتبر الفضاء المتجه V‏ على حقل K‏ كحلقية على » فإنها تكون عدية الفتل e‏ 
لآنه إذا کان ۸ ع مر د 0 وكان 0 = رم ob ev e Vem‏ 

O= w' 0 = p' (w) = lv=v 

وإذن 0 متجه فتل وحيد فى ۷ . إلا أننا سنرى فيما بعد أنه إذا كان V‏ 
ola‏ جا على DE‏ بعد pone catia‏ اکا على tal KLE]‏ شرل حط 
ca‏ فهو حلقية فتل ! l‏ 
إذا كانت ۸ حلقة تامة» فإن الحلقية R‏ تكون عدية الفتل GY‏ إذا كان 0 = ,۲ 
وكان 0 ۶ ١‏ فإن 0 = ov‏ وإذن Reo‏ هو عنصر فتل وحيد فيها. 


sý 


)0—1( مبرهنة 


إذا كانت M‏ حلقية على حلقة تامة iR‏ وكانت 1 ترمز لمجموعة polis‏ فتل cM‏ 


فإن 7 حلقية جزئية من M‏ وإن حلقية القسمة MIT‏ عديمة الفتل . 
: عه ar‏ من BLE‏ 5 


البرههان 


من الواضح Toi‏ > 0. نفرض أن 7 © ,1. حسب التعريف يوجد Ol pate‏ 


R* = 140(‏ ع ٣, r,‏ بحیث إن 0 = at 1.2 ort‏ إذن 


\\A‏ الخلقات والحلقيات 


fhe كارف اح ل د الوحت‎ Gor AA 
=r,0—r,0=0 
أخيرا إذاكان‎ t-te 7 ك,”,” وبالتالي‎ R* Op لما كانت ۸ ليس لها قواسم للصفرء‎ 
obreR 
rirtjy=r(r,t)=r0=0 

وعليه فإن'7 ort, ٤‏ وإذن باستخدام )۳-١(‏ تكون 7 حلقية جزئية من M‏ 

نثبت أن MIT‏ عدية الفتل نفرض ٤ MITO‏ 7 + 77 وأنه يوجد عنصر غير 
صفري ۸ E‏ ۲ بحيث إن 1 = m+ T)‏ عندئذ يكون7 e‏ ۲۸ وبالتالی يوجد 
R*‏ € 5 بحيث إن 0 = .s(r m)‏ ولكن UL. s(rm) = (sr)m‏ ا ol‏ 
sr e R*‏ وبالتالی .meT‏ إذن 7 = 7+ والصفر فى MIT‏ هو عنصر فتل وحيد 
فيها. إذن MIT‏ عدية الفتل . 


ïH الحلقيات‎ - ٣ 

إن مفهوم الحلقية الحرة على حلقة يماثل مفهوم الفضاء المتجه على حقل بشكل 
أفضل من مفهوم حلقية اختيارية . في الحقيقة » سنرى أن كل حلقية على حقل هي حلقية 
حرة» لذلك لم يبرز أبدا مفهوم «فضاء متجه > على نحو بين في الجبر الخطي . ومن 
ناحية أخرى بالرغم من كون الحلقيات الحرة تشابه كثيرا الفضاءات المتجهة فإننا نحتاج 
إلى الاحتراس من الشعور بالأمان» الناتج عن هذا التشابه» والذي لا يمكن دائما تبريره . 
ستؤدي الحلقيات الحرة دورا كبيرا في تحليل بنية المبرهنات الرئيسة . سيتضح 
أن كل حلقية هي صورة حلقية حرة تحت تأثير تشاكل» وباستخدام هذه الحقيقة وبربطها 
بمبرهنات التشاكل » نستطيع أن نجيب عن أسئلة حول الحلقيات بصفة عامة بترجمة 
هذه الأسئلة إلى أسئلة حول حلقيات القسمة لحلقيات حرة. وهذه بدورها يكن 

دراستها بفحص ال حلقيات الجزئية التي تظهر كأنوية لها. 


(5-5) تعريف 


: إذاكان‎ (generates M freely) بحرّية‎ 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة Trg‏ 


AR تولد 1 (كحلقية على‎ 2 (i) 
تمديده إلى تشاكل على . وبشكل‎ SER كل تطبيق من × إلى حلقية على‎ (ii) 
ج × : © تطبيقاء فإنه يوجد‎ ١ حلقية على ۸ وكان‎ N أكثر وضوحاء إذاكانت‎ 
.× EX لكل‎ YX) = PX) للاء بحيث إن‎ : 1 >N R تشاكل على‎ 
(frees > كل حلقية على ۸ مولدة بحرية بواسطة مجموعة جزئية تسمى حلقية‎ 
على ۸ تسمى أساسا (وأحيانا أساسا‎ M كل مجموعة مولدة بحرية لحلقية‎ .module) 
. 1 للحلقية‎ (> 


ملاحظات 
١‏ - إن التشاكل الممددل وحيد GV‏ إذا كان و ۷ تشاكلين ممددين للتطبيق 4 OB‏ 
المجموعة M: Wm) = W)((‏ ع {m‏ تكون حلقية جزئية من 1 . لما كانت 
هذه المجموعة تحوي × و MAX‏ فيجب أن تكون هذه المجموعة هي M‏ 
إذن -y=‏ 
؟- لاحظ أن الحلقية الصفرية تولد بحرية بواسطة المجموعة ASL‏ 
لقد اخترنا هذا التعريف المجرد نوعا ما للحرية لربطه بتعريف الحرية في موضوعات 
أعم . ومع ذلك» وحتى يتم فهم الحلقيات الحرة فإننا نحتاج إلى وصف ملموس لها. 
(5-/) تعريف 
يقال عن مجموعة جزئية منتهية غير خالية AM, .... M}‏ من حلقية M‏ على 


R‏ إنها مرتبطة خطيا (غير مستقلة l) (linearly dependent) Lh‏ وجدت عناصر 


1 
or, ER‏ ليست كلها أصفارا» بحيث إن 0 = Erm‏ . وإلا يقال عنها إنها مجموعة 
i=l‏ 


1 
2 mi = 0 عندما يكون‎ LI وفى هذه‎ (linearly independent) a> مستقلة‎ 
i=l ١ 


فإنه یجب أن يكون 0 - م = ...= ٣‏ 5 


yya‏ الحلقات والخلقيات 


من المناسب أن نشير إلى أن المجموعة الخالية تعتبر مستقلة خطيا. لغرض JUSI‏ 
الموضوع (بالرغم من أننا لن نستخدم ذلك) نذكر أنه يقال عن مجموعة غير منتهية X‏ 
من عناصر 1 إنها مستقلة خطيا إذا كانت كل مجموعة جزئية منتهية من × مستقلة 

وهكذا تكون كل مجموعة جزئية من مجموعة مستقلة خطيا مستقلة خطياء 
وأيضا تكون كل مجموعة جزئية تحوي الصفر غير مستقلة خطياء إلا إذا كانت 
.R = {0}‏ 

سنضع الآن تعريف الحرية بشكل أوضح . 


)۸-٦(‏ مبرهنة 
لتكن 446M‏ على ۸ ولتكن ÈM y -r M}‏ مجموعة جزئية منتهية من M‏ إن 
التقارير التالية متكافئة : 


. تولد 74[ بحرية‎ 4718, ..., ۳ G) 
.M مستقلة حطيا وتولد‎ {m),...,m} (ii) 


(ili)‏ كل عنصر M‏ © :7 يمكن التعبير عنه بطريقة وحيدة بالصيغة m;‏ 37 داو 


i=] 
Tv, ER حيث‎ 


.M=Rm @ ... © Rm, و‎ fall كل ,عدي‎ (iv) 


البرهان 
mapa . fi) = ©‏ وع ا تقولد 77 5 2 أن 
NERE Yrm =0‏ ليكن N‏ المجموع المباشر الخارجي st RR ®..® eR‏ 
i=l‏ 
نسخة من م٠‏ وليكن )0 .... ,1.0 ,0 .... e, = (O,‏ حيث المركبة رقم i‏ تساوي 1 . وفقا 
للتعريف» إن التطبيق ,© ج m,‏ يمتد إلى تشاكل © من 14 إلى OWN‏ 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة yyy‏ 


0 = 0)0( = o(2r,m,) = Lr, m) = Er e, 
= (ry F) 
مستقلة خطيا.‎ {m,, ..., 77,١ وهذا يثبت أن‎ ٣ - ... د‎ ٣, = 0 إذن‎ 

(iil) = (i)‏ . با أن m, ..., mJ‏ تولد 44 فإن كل عنصر من 1 يكن التعبير 
ae‏ كتركيب خطي de‏ للعناصر M,‏ إذا كان سه = Er; m;‏ حيث en ER‏ 
فإن 0 = L(7, -7/)m;‏ وبالتالي 0 =۶ - ز١‏ حسب تعريف الاستقلال الخطي . إذن 
كل عنصر من 14 يكن التعيير عن يظريقة وحيذة كتركتيب خنطي للعناصر sm,‏ 

(iv) = (iii)‏ . إذاکان ۸ € er‏ وکان0 = clus] Om, = tolke orm,‏ فإن 
0 > ” وذلك باستخدام وحدانية التعبير عن كل عنصر حسب Gii)‏ . إذن كل من m,‏ 
عديم الفتل. من الواضح أن ER,‏ = 14. لكي نثبت أن المجموع مباشر نفرض أن 
m € Rm; N Ý Rm;‏ . فيكون m; =$ rim;‏ - 4 حیثٹ ۸ © ,” وبالتالي OB‏ 

iti j*i 
. كما هو مطلوب‎ m = 0 حسب وحدانية التعبير عن كل عنصر . لذلك‎ ۶, = 0 

(iv)‏ ح (4). من المناسب أن نثبت ذلك عن طريق Gii)‏ . يلاحظ أن (iv)‏ يؤدي 
إلى أن كل عتصر من 1 يكن التعبير عنه بالصيغة Drm,‏ حيث r, ٤ R‏ إذا كان 
Er; m; = 1‏ ء فإنه باستخدام )0-0\( نحصل على :7 = nm;‏ لكل -i‏ وإذن 
ey (7 -r/m = 0‏ أن m,‏ عدي الفتل إذن 0 = =r‏ ۶ وهذا يعطي (111). 

{mo NY أي تطبيق من‎ m, ج‎ n, أية حلقية على ۸ وليكن‎ N لتكن‎ col 
AR عناصر معينة وحيدة من‎ ٣, حيث‎ om = Erm, فإن‎ om إذا كان 74 ع‎ N إلى‎ 
محددة بصورة‎ pole r, OY یلاحظ أن ذلك له معنى ء فقط‎ . Om) = 27,۸, لنعرف‎ 
. وحيدة بواسطة 7#. يمكن التأكد بسهولة أن م هو التشاكل المطلوب‎ 


)4-1( نتيجة 
تولد M‏ بحرية بواسطة من عناصرها إذا وفقط )13 كان MERD DR‏ 


DYS‏ الحلقات والخلقيات 
البرهان 

سيكون من المناسب أن نكتب (RY‏ للتعبير عن المجموع المباشر الخارجي ل م 
مع نفسها s‏ من المرات . نفرض oj‏ ترمز لعديد من النوع 5 والذي تساوي مر كبته غير 
الصفرية الوحيدة 1 وفي الموقع i‏ يلاحظ أن (p ..., r) = Er e‏ وبالتالي فإن 
fe)... e}‏ تولد (RY‏ » كما يلاحظ أن هذه المجموعة مستقلة خطياء لذلك فهى 
تولد (A)‏ بحرية. من الواضح» أن كل حلقية متمائلة مع حلقية حرة» تولد بحرية 
بنفقس العدد من pols)‏ . 

وبالعكس إذا كانت 1 تولد بحرية بواسطة ( {M ..., M,‏ وحيث إن ( © ,... {ep‏ 
تولك (8ي) بحرية فإنه يو-جد تشاكلان 

o:M—>(,RY , W: RY الاج‎ 

يرسلان ,إلى ,© و ,© إلى dem,‏ الترتيب . وعليه فإن ۷إ يرسل Ne‏ ,© وبالتالي 
يرسل كل تركيب خخطي للعناصر ,© إلى نفسه. إذن OY‏ هو التطبيق المحايد د (GR)‏ 
وبالمثل فإن6/! هو التطبيق المحايد على eM‏ إذن كل من 0 و۷ هو PU‏ كما هو مطلوب . 


ملاحظات 

١‏ - أشير في النتائج المذكورة أعلاه إلى مجموعات مولدة منتهية OY)‏ ذلك كل ما 
سنحتاج إليه): ولكن يمكن أن نثبت بسهولة أن هذه النتائج ستبقى صحيحة 
لمجموعات مولدة اختيارية . 

.)4-5( يلاحظ أن الحلقية م تولد بحرية دائما بالعنصر 1وذلك حسب النتيجة‎ - ١ 

۳- من المعروف فى الحبر الخطى أنه إذا كان ۸ حقلاء فإن كل حلقية مولدة نهائيا 
على 8 gl)‏ تع صب ا gen PO‏ ادها Hite ie paren‏ 
خطيا (تسمى أساسا) وبالتالى فهى حلقية حرة . وعلى ذلك فإن تعريفنا لأساس 
حلقية اختيارية متفق مع المعنى الاعتيادي للأساس» المعطى في الحالة الخاصة 
لحلقية على ۸. 

٤‏ - تحذير! كل مجموعة مولدة لفضاء متجه تحوي أساسا لهذا الفضاء . هذا ليس 
صحيحا بصفة عامة لحلقية حرة . بل إنه ليس صحيحا حتى للحلقيات الحرة 
على 7. اعتبر الحلقية 7 على 7# التي سبق أن رأينا أنها حرة ؛ وهي مولدة 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة TY‏ 


(لكن ليس بحرية) بواسطة المجموعة }2,3{ = CX‏ لأن الحلقية الجزئية المولدة 
بواسطة × تحوي 1 = 3-2 الذي يولد بالتأكيد ,. ومع ذلك X‏ ليست أساسال 
ON),‏ المعادلة 0 = 2.3 - 3.2 توضح أنها غير مستقلة خطيا على (Z‏ ولا 
تشكل مجموعة جزئية فعلية من X‏ أساسا لأن(2). (43. وم المجموعة الخالية 
تولد حلقيات جزثية فعلية . 

هناك عبارة أخرى صحيحة للفضاءات المتجهة» ولكنها ليست صحيحة 
بالنسبة للحلقيات الحرة بصفة dole‏ وهي كمايلي: إذا كانت {m,, ..., mM}‏ 
de gare‏ غير هااا خطياء Lal pare OL‏ يكون تر کیا خطيا للت اسر 
الأخرى . تقدم المجموعة الجزئية X‏ من yl‏ التي سبق أن أشير إليها أعلاه مثالا 
مناقضا حيث إن أيا من العنصرين 2 و 3 ليس مضاعفا للآخر على 2 . 
بالرغم من أن ,7 حلقية حرة على eZ,‏ فإنها ليست حلقية حرة على 7 إذا كان 
0 لأن كل عنصر + من ,7 يحقق 0 = mx‏ وبالتالي OB‏ كل مجموعة جزئية 
قر غا re‏ ر [ee‏ عندما SE‏ فى L,‏ 
كحلقية على 7» المعامل يصبح ضفرا والمعادلة 0 = In] x‏ لاتعني gly‏ حال 
من الأحوال أن × مرتبط (غير مستقل) خطيا . 
قد نحاول (كما في الفضاء المتجه) تعريف البعد لحلقية حرة بأنه عدد عناصر 
أساس لهذه الحلقية . ولكن لحلقات سيئة بدرجة كافية توجد حلقيات حرة عليها 
ولها أساسات ذات عدد مختلف من العناصر. سنرى في الفصل القادم أن 
ذلك لا يحدث إذا كانت ۸ حلقة تامة رئيسة » في الواقع إذا كانت 7 أية حلقة 
إبدالية بمحايد لا يساوي الصفرء فإن أي أساسين لحلقية حرة على ۸ لهما نفس 
عدد العناصر (انظر تمرين SOV)‏ نهاية هذا الفصل) c‏ ستوضح النتيجة التالية 
الكثير من أهمية الحلقيات الحرة؛ مرة أخرى سنثبت النتيجة التالية فقط 
للحلقيات المولدة نهائيا بالرغم من كونها صحيحة بصفة عامة . 


)١١-5(‏ مبرهنة 


كل حلقية مولدة نهائيا على ۴هي صورة حلقية حرة على تحت تأثي رتشاكل . 


E‏ الخلقات والخلقيات 


البرهان 
لتكن ;”۸ ر( = M‏ حلقية على R‏ مولدة بواسطة مجموعة منتهية عدد 
i=l‏ 
عناصرها 8 . نختار حلقية حر ة ۴ على ۸ وليكن {x00‏ أساسا ل /. هذه موجودة 
حسب (AV)‏ في الواقع نستطيع أن نعتبر ۴ هي GRY‏ حسب تعريف الحرية فإنه 
یکن مد التطبيق ١ [SUS Sx, m,‏ على ۸ من ۴ إلى M‏ ؛ تشكل imo‏ حلقية 
جزئية من M‏ تحوي مجموعة (MIB gs‏ وبالتالى فهى 84 ذاتهاء وذلك ينهى البرهان . 
سنذكر OV‏ حالة خاصة من هذه المبرهنة فيما يلي : 


)١1-5(‏ مبرهنة 

لتكن ۸ iil‏ إبدالية بمحايدء ولتكن M = Rm‏ حلقية دوروية على -R‏ إن M‏ 
LE‏ على ۸ حلقية القسمة ((۸/0)7), ؛ أي يوجد PE‏ بين حلقيتين دورويتين على ۸ 
إذا وفقط إذا كان لهما نفس مثالي الترتيب . 


ملاحظات 

١‏ - لتكن لدينا بنية 4 يكن أن ينظر إليها بعدة طرق» عندما نود أن نؤكد على كونها 
حلقية على ۸ نعمل ذلك بالكتابة pA‏ وهى الحالة التى ذكرت أعلاه عندما أشير 
إلى حلقية القسمة Rio(m)‏ للحلقية -pR‏ ومن بين أشياء أخرى يلاحظ أن 
R/o(m)‏ زمرة إبدالية» حلقة. حلقية على ۸ وحلقية على نفسها. 

؟ - لم يعرف حتى الآن مثالي الترتيب لحلقية دوروية. لتكن M = Rm‏ حلقية 
دوروية على حلقة إبدالية ۸ يمحايد . إذا کان ۸ ع cr‏ وكان 0 = crm‏ فإن: 

r(sm) = s(r m) = s0 =0 

لکل ۸ ٤‏ 5 وبالتالى }0{ .r M=‏ لذلك 0(m)={reR:rM={O}}‏ وبصفة 
خاصة أي مولدين ل 14 يكون لهما نفس مثالى الترتيب . 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة \Yo‏ 


)١5-5(‏ تعريف 
إذا كانت 1 حلقية دوروية على حلقة إبدالية R‏ بجحايد» فإن مثالى الترتيب 
لأ ولد MIS‏ يسم Ste‏ الثرتيب MIS‏ 


إثبات المبرهنة )١1١-5(‏ 

يمثل التطبيق r m‏ ج ” تشاكلا غامرا من الحلقية ۸ي إلى LS «M = Rm‏ فى 
إثبات (57-١١)؛‏ ونحصل عليه بتمديد التطبيق:« > 1. من الواضح أن نواته هي 
.o(m)‏ وباستخدام )0 O‏ يكون =M‏ ((1/0):1/, . 

وإذن» إذا كان لحلقيتين دورويتين نفس مثالي الترتيب فإنهما تماثلان نفس حلقية 
القسمة RI‏ وبالتالي OME‏ بعضهما. العكس واضح . 

ملاحظة 


لقد تمت دراسة معظم هذا الفصل بإفتراض أن ۸ حلقة بمحايد وأضيف فى بعض 
الأحيان شرط كون الحلقة إبذالية . قد يكون مفيدا أن يتأكد القارئ cpl‏ عمل ذلك . 


تمارين على الفصل السادس 
(تمثل R‏ حلقة إبدالية بمحايد, إلا إذا ذكر غير ذلك) 

NS -١‏ حلقية جزئية من حلقية 14 على . أثبت أنه إذا كانت كل من ۸و 
MIN‏ مولدة نهائيا فكذلك تكون .M‏ 

-Y‏ أعط مثالا لحلقية / على ۸ بحيث إن M = 14, OM,‏ وتكون 1 مولدة 
بواسطة مجموعة × ويكون 0 = XOM, = XOM,‏ 

٣‏ - أوجد حلقية على ۸ بحيث لا تشكل مجموعة pole‏ الفتل فيها حلقية جزئية 
(إرشاد: اعتبر ,7 لعدد صحيح مناسب An‏ 

$- أثبت أن الحلقيات الجزئية وحلقيات القسمة لحلقيات فتل » تكون حلقيات فتل . 
أثبت أن الحلقيات ا لحزئية من حلقيات عدية الفتل» تكون عديمة الفتل ولكن 
ذلك قد لا ينطبق على حلقيات القسمة . 


الحلقات والحلقيات 


نفرض أن M= M, + M,‏ حلقية على ۸ وهي مجموع حلقيتين جزئيتين 
عديتي الفتل . هل من الضروري أن تكون ۷1 عدية الفتل؟ ما الإجابة في حالة 
رلا © ,اذا - €M‏ 
أثبت أن © حلقية عديمة الفتل على 7 وليست حلقية حرة . 
اعتبر كلا من التقارير التالية» وقرر فيما إذا كان صائبا أم خاطئاء وأعط إثباتا أو 
مغالا مناقضا LS‏ هو ule‏ 
(i)‏ أية حلقية جزئية من Lib‏ حرة تكون حلقية حرة . 
(ii)‏ أية حلقية جزئية من حلقية حرة تكون عدية الفتل . 
(iii)‏ أية حلقية قسمة لخحلقية دوروية تكون دوروية. 
(iv)‏ أية حلقية جزئية من حلقية دوروية تكون دوروية. 
لتكن M‏ و N‏ حلقيتين على ۸ مولدتين بحرية بواسطة n‏ من العناصر . أثبت أن 
-M=N‏ 
ليكن ۷ فضاء متجها ذا بعد 3 على ,7 معتبرا كحلقية على L Ix]‏ بواسطة 
Endy V‏ » » حيث » معرف على عناصر أساس LLS‏ : 

alv) =v, +» 

ay,) VF Vy 

alv) = VY, + v, 
/ واستنتج أن ۷ حلقية فتل . أوجد عنصرا غير صفري‎ v ٤ ۷ أوجد (000 لكل‎ 
SV = O} بحيث إن‎ ix] فى‎ 
Sheath الامفالرين اتی الخلاتة فل‎ K Shy إبدالية باه‎ dale ان‎ 
J = K إذا وفقط إذا كان‎ (RJ) = , (RIK) 
مجموعة‎ Y ولتكن‎ cX مولدة بحرية بواسطة مجموعة‎ R على‎ Lab M لتكن‎ 
أثبت أن المجموع المباشر لحلقيتين‎ RY جزئية من ×. أثبت أن ۷ تولد بحرية‎ 


حرتين يكون حرا . 


YT 


-6 


= 


me 


-\\ 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة \YV‏ 


۲ - أعط مثالا لحلقية ,7 © 7 = ,۴ © 7 = 14 على 2 حيث 7 حلقية الفتل 
الجزئية و FY, F,‏ حلقيتان جزئيتان غير صفريتين ومختلفتان . أثبت أنه في هذه 
الحالة F,‏ ,۴ حلقيتان ete‏ الفتل متماثلتان . 

۳ * - أثبت أن RAAB‏ تكون عدية الفتل إذا وفقط إذا كان Ly‏ }0{ = ۸ أو ۸ حلقة 
تامة. أثبت أن كل حلقية جزئية من pR‏ تكون حرة إذا وفقط إذا كان Ly]‏ 
R = {0}‏ أو R‏ حلقة تامة رئيسة . 

5 - أثبت أنه على حلقات ليست إبدالية» مولدات مختلفة لحلقية دوروية يمكن أن 
يكون لها مثاليات ترتيب يسرى مختلفة . سنوجز طريقة تمكنة للحل : نفرض 
VER I‏ حيث K‏ حقل » ونعتبر V‏ حلقية على الحلقة MAK)‏ بمطابقة ۷ مع 
مجموعة متجهات الأعمدة 

X 
H 


حيث ۸ ye‏ ×ونعرف تأثير MIK)‏ بضرب المصفوفات . أثبت أن ۷ حلقية 
دوروية وأن كلا من 


يولد ۷ كحلقية على MK)‏ احسب الآن مثالى الترتيب الأيسر لكل من هذين 
l PET‏ 

X مولدة بحرية بواسطة مجموعة‎ R حلقية على‎ M وأن‎ R + )0( نفرض أن‎ - ٥ 
MIS GX مجموعة جزئية فعلية من‎ de SY أثبت أنه‎ 

5 - لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد» ولتكن M‏ حلقية حرة على ۸ . 

(i)‏ أثبت أن أي أساسين منتهيين ل 14 يكون لهما نفس عدد العناصرء وذلك 
كما يلي : باستخدام تمرين GON)‏ الفصل الثاني » افرض أن ل مثالي 
أعظمي في الحلقة ۸. أثبت أن ال حلقية MUM‏ على ۸ يكن النظر إليها 
كحلقية على RV Jad‏ (انظر تمرين )٠١(‏ في الفصل الخامس) وأنه 


A‏ الحلقات والحلقيات 


E E Sg 2 8 lolol E 
RID على‎ MIJM أساس ل‎ {x, + JM , ..., x+ JM} 

(i)‏ أثبت أنه إذا كان د 11 أساس منته » فإن أي أساسين ل ۸1 يكون لهما نفس 
العدد من العناصر . باستخدام (i)‏ هذا يتضمن ببساطة إثبات أنه لا يمكن 
أن يكون ل14 أساس غير منتهء ويمكن أن يعمل ذلك بإثبات أن مجموعة 
جزئية منتهية من مثل هذا الأساس تولد M‏ أو باستخدام الطريقة في 
(i)‏ 

(iii)‏ أثبت أن أي أساسين غير منتهيين لحلقية على ۸ يكون لهما نفس العدد 
«(cardinal number) gasy‏ حيث ij R‏ حلقة . قليل من حسابات 
العدد pel‏ مطلوب هنا. 


AGH الجزء‎ 


التفريق المباشر لحلقية مولدة 
نهانيا على حلقة ثامة رئيسة 
ستفتر ض أن جميع ا حلقات التي تظهر في هذا ا جزء حلقات 


تامة رئيسة إلا إذا Fai‏ على غير ذلك 


© الحلقيات الجزئية من الحلقيات الحرة 
© مبرهنات التفريق 
© مبرهنات التفريق (مقارية لا تعتمد على المصفوفات) 


2) gw) 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الحرة 


١‏ - منهاج الفصل 
إن هدفنا فى هذا الفصل هو إثبات مبرهنة تفريق . إن مقومات هذه المبرهنة هي : 
i Fig teal 5‏ 
(ب) حلقية مولدة نهائيا 24 على ۸ . 

ونتائج تلك المبرهنة هي : 
يمكن التعبير عن M‏ كمجموع مباشر داخلي 

M=M © رالا‎ © ... OM, 

(i)‏ كل Rm,‏ = ,14 هي حلقية جزئية دوروية» 

o(m,) > o(m,) >. )م د..‎ (ii) 

إن طريقتنا هی أن نعتبر تشاكلا F— M | ple‏ : © من حلقية > (free module)s‏ 
MIF‏ نعلم أن N =) kerb‏ مثلا) هي حلقية جزئية من oF‏ وبالاستناد إلى مبرهنة 
التماثل الأولى للحلقيات »)٠١-5(‏ نعلم أن ۷ متماثلة مع حلقية القسمة FIN‏ إذن 
نستطيع معرفة بنية M‏ عن طريق دراسة ٨/۸‏ . ينتج في النهاية أن الحلقيات الجزئية 
للحلقيات الحرة المولدة نهائيا تكون حرة (انظر (A-Y)‏ أدناه) وبالتالى» على وجه 
الخصوصء ينتج أن حرة. ity‏ نستسد إلى النتيجة التاليةالتثبت أنه من Sell‏ أن 
les‏ أساسا Ues pe FS‏ بطريقة dole‏ جدا NS poll‏ 


۲1 


بشن التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


)١-1/(‏ مبرهنة 

لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» ۴ حلقية حرة على R‏ وذات رتبة (rank)‏ منتهية 5» 
ولتكن Lil N‏ جرتية من wf} pled de yy Lune OF‏ م 7) ل وعتاضير 
Cee d,,...,d ER‏ 
)1( العناصر غير الصفرية فى {d f p ..., Uf}‏ تكون أساسا NS‏ 
(ب) l d|4...14‏ 


ملاحظات 

١‏ - في السياق الحالي» هذه المبرهنة هى الشبيه الأفضل الموجود لدينا للحقيقة 
اللعبرورظة المي Lt pe Liab U Ota ail Latin‏ من ققاء بعد کی تعد 
ک۴ هال عل E gc EE a‏ ك ا الما 9 SEE‏ 
إلى امان af of‏ انان نس tii s‏ إن 
Sie MAES d=. = d= 1,)d,, = d <0‏ اللتاكورة أأعاكه أن فی 
أساسات ۷ تنتج بطريقة طبيعية من أساسات ل ۴. ولكن الحقيقة التي مفادها 
أن أي أساس ل١‏ لا ينشأ بالضرورة بهذه الطريقة: تشير إلى أن الحالة العامة 
ليست واضحة وضوح DLN‏ العامة للفضاءات المتجهة . 

۲ - يفيد الشرط (ب)» عندما يترجم إلى لغة المثاليات» ob‏ 

dR2dRD...DdR 

إذا كان 0 = ,4 لعدد ف فإن 0 -,ك لكل و .... ,1 + 1 Jai‏ 


في هذا الفصل » سوف تكوز المبرهنة (/1-1 ) محور اهتمامنا. ستثبتها عن طريق 
تحويلها إلى مسألة عن مصفوفات على . في الفصل الثامن سوف نستخدم (V=V)‏ 
لنثبت مبرهنة التفريق المذكورة أعلاه. بعدئذ سوف نبحث في مسألة الوحدانية وعن 
تحسينات إضافية . ما أن مبرهنة التفريق هى النتيجة المركزية لهذا الكتاب» فإننا نشعر 
أن لدينا المبرر الكافي كي نقدم معالجة أخرى لتلك المبرهنة . وسنكرس الفصل التاسع 
لتلك المعالجة . إن البرهان الذي سنعطيه هناك» سيكون مباشرا وقصيرا نسبيا لكنه 
سوف يتطلب عناية فائقة بالمفاهيم وسوف يكون قليل التثقيف نسبيا. 


الحلقيات الحزئية من الحلقيات اة wy‏ 


۲ - الحلقيات الحرة - الأساسات» 
التشاكلات الداخلية والمصفوفات 
لاشك أن القارئ حسن الاطلاع على التقابل المشهور بين التشاكلات الداخلية 
لفضاء متجه ذي بعد منته على حقل I) K‏ التحويلات الخطية ۷ (V>‏ والمصفوفات 
من النوع #7 على ۸. إن وصف هذا التقابل يمتد بسهولة إلى الحالة التي ندرس فيها 
حلقية حرة نهائية التوليد على حلقة تامة رئيسة . وسوف نشير إلى الطريقة التي يتم بها 
ذلك» ولكن بالنظر إلى ألفة الحجج e‏ فإننا سوف adi‏ ذلك بايجاز معتدل . 
لقد استخدمنا كلمة «رتبة» فى نص المبرهنة (/1-1 ) لنصف عدد polis‏ أساس 
لحلقية حرة .. ولكن قبل إعظاء التعريف الشتكلي + clad‏ إلى أن تعرف أنها RLV‏ 
حقيقي» بكلمات أخرى أن أي أساسين Lab‏ حرة يكون لهما نفس عدد العناصر. 


(Y-Y)‏ مبرهنة 
لتكن #حلقية على حلقة تامة رئيسة» وافرض أن F‏ مولدة بحرية بواسطة 
مجموعة منتهية عدد عناصرها ۸. عندئذ كل أساس ل ۴ يحتوي بالضبط على من 

العناصر . 


البرههان 

أولاء نستخدم الاستقراء على n‏ لنثبت أن عدد عناصر أية مجموعة جزئية من 
Ff‏ مستقلة خطيا ومنتهية» أقل من أو يساوي ۸. 

إذاكان0 = F = {0} olan‏ وبالتالى فالمجموعة الخالية هى المجموعة الجزئية 
الوحيدة من F‏ المستقلة خطيا . إذا كان 1 = :فإن ×۸ = F‏ لیکن ۴ € ix € ۴ grx‏ 
عندئذ نستنتج من العلاقة 0 = S(r x) - rC)‏ أن fx, sx}‏ غير مستقلة خطيا إلا إذا 
كان 0 = 5 = ١‏ ؛ في الحالة الأخيرة نجد أن (0) = {rx sx}‏ وهي غير مستقلة خطيا. 
إذن فإن أية مجموعة جزئية مستقلة خطيا من ۴ لا تحتوي على عنصرين . با أن كل 
مجموعة جزئية من مجموعة مستقلة خطيا تكون مستقلة خطياء فإن عدد عناصر أية 
مجموعة جزئية مستقلة خطيا من ۴ لا يزيد على عنصرين أيضا. 


Yé‏ التفريق المباشر LAL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


col‏ افرض أن 1<« وأن .F=Rf, ©... ORF,‏ ليكن 
Rf O-- ORF,‏ = ۴ ولتكن (,.... X = {Xp‏ مجموعة جزئية من ۴ بحيث 
sm < ۸‏ إذا كانت XCF‏ فبالاستناد إلى فرض الاستقراءء جد أن X‏ غير مستقلة 
خطيا. أماإذا كانت ۴ ج × فإنه» من غير أن نفقد العمومية» يكننا أن نفرض 
أن © x,‏ . الآنء إن 

F/F = Rf, (1)‏ 
وهي مولدة بحرية بعنصر واحد» وبالتالي فإن المجموعة إ۴ + ;× ,7+ {xi‏ غير 
tie gf D3] 151 JV last Was‏ عمسب ER‏ ع بع ليس كلاهما العنصر 
الصفري» بحيث 7 - ( 7+ بد)رى + ( 7+ n(x‏ ؛ أي x +5; x; eF‏ . الآنء إذا 
كان 0 = (x, + ۴( = ۴ obs,‏ . ولكن ۴+ × عنصر غير تافه فى F/F (AAI‏ 
LL‏ مع آم VL 6613 a‏ ساد إلى اال (OA) derg I‏ 
مباشرة إن R‏ عدية الفثل وبالتالى فإن0 = er,‏ وهذا تناقض . إذن 20 ,5 لكل 
i= Dn‏ ضع ×5 + ,۲= إلا ‘ عندئذ نكون قدو جدنا 1 M=‏ عنصرا =o Y,‏ بولا 
فی F=Rf.@-- ORS,‏ الولدة بحرية بواسطة 1 f,} | ware n=‏ .... ر . عنا 
أن ۸-1 < em-‏ بالاستناد إلى فرض الاستقراء نجد أن هذه العناصر غير مستقلة 


خطيا. إذن توجد ER pole‏ برأ thy‏ ليست جميعها العنصر الصفري» بحيث 
m‏ 

0 = ;ل 1< . إذا عبرنا عن الجانب الأيسر كتركيب خطي من ,د OX.‏ فإن معامل 
i=2‏ 


x,‏ هو,ى/ لكل 2< :. با أنه يوجد t‏ بحيث ±0 1 وبا أن كل Gees,‏ #0 ,د فإنه 
ينتج أن أحد هذه المعاملات غير صفري . إذن (,* ,... {Xp‏ غير مستقلة خطيا. إن 
هذا يثبت الدعوى التى بدأنا بها البرهان. 

مما تقدم ينتج أنه إذا كان {u ..., u,}‏ أساسا منتهیا آخر ل ۴ فإن 712 . استنادا 
إلى التماثل فإن < ek‏ وبالتالي فإن ۸ = ۸. OV‏ ولكي نتم البرهان»ء نفرض أنه 
lal ae ys‏ قي FIZ ace‏ لتك polit T 0 Z‏ من ايك #عدد سه و لیکن 


t 
تطبيقا من لج .... ,,ج) إلى 1/4 حيث 14 حلقية على‎ z, ج‎ m, إذا كان‎ . F* = 3 Rz; 


i=] 


الحلقيات الحزئية من الحلقيات الخرة \Yo‏ 


R‏ فإننا نستطيع أن نمدد هذا التطبيق إلى تشاكل من *۴ إلى 14 كما يلي : t Yal‏ مدد 
التطبيق إلى 7 وذلك بأن نقرن جميع العناصر المتبقية في 7 بالعنصر الصفري» ثم تمدد 
إلى تشاكل من ۴ بأكمله إلى 14 وذلك بالاستناد إلى أن 7 تولد ۴ بحرية (تذكر التعريف 
(5-5)). إذن المجموعة {Zp ., ZF‏ تولد F*‏ بحرية » وبالاستناد إلى (A-I)‏ تكون 
مستقلة خطيا . إذن» بالاستناد إلى النص المذكور في بداية البرهان يكون 7ك . ولكن 
ما أن 2 أساس غير مته WB‏ ستطيع أن نختار ۲ بحيث cton‏ وبالتالي فإننا نحصل 
le‏ تناقض. وهذا يتم البرهان. 
آخذين هذه النتيجة بعين الاعتبار» نستطيع OYI‏ إعطاء التعريف التالي . 


(۳-۷) تعريف 
لتكن F‏ حلقية حرة (على حلقة تامة رئيسة) ذات أساس منته . عندئذ نعرف 
رتبة le F(rank)‏ أنها عدد عناص ر أي أساس FI‏ 


ملاحظات 

. في حالة الفضاءات المتجهة» من الواضح أن الرتبة هي البعد بالمعنى المعتاد‎ -١ 

= فيما يلي» عندما نتكلم عن أساس ل ۴ فإنناء غالبا ما نقصد أساسا مرتبا 
(ordered basis)‏ أي» مجموعة من العناصر التي تكون أساسا وتكون قد 
أعطيت ترتيبا معينا . وبالتالي فإن أي أساسين مؤلفين من نفس العناصر ومرتبين 
بطريقتين مختلفتين يعتبران مختلفين . وعوضا عن استخدام ترميز معين من أجل 
peal‏ بين الأساسآت الرتبة والأساسات غير ال La a‏ نترك te LAU‏ أن 
يستنيط الأساس المقصود من سياق الحديث» ونلاحظ هنا أنه عندما نتعامل مع 
مصفوفات التشاكلات الداخلية » كما هي ال حال coal‏ فإن ترتيب الأساس يكون 
مهما دائما. i‏ 
الآن» لتكن Lab F‏ حرة على ۸ ذات رتبة منتهية 5<0 (حيث ۸» كما ذكرنا 

سابقاء من OV‏ فصاعدا ترمز إلى حلقة تامة CET‏ و i‏ 

FS‏ عندئذء إذا كان ٤ End, F‏ @ فإنه بالاستناد إلى (A-I)‏ يكون 


1 التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


a(fi)= Daf; i 6 نيب 1ك‎ (2) 
j=l 

حيث العناصر ER‏ ,ره معينة بشكل وحيد. إذن © تعين» بشكل وحيد» مصفوفة 
(awe)‏ = 4 من النوع 5*5 حيث مدخلات 4 تنتمي إلى ۸ء والعمود رقم : من ۸ 
يتكون من معاملات (/)0 بالنسبة إلى الأساس /. بالعکس» إذا كانت (ه) = A‏ 
مصفوفة اختيارية من النوع S X S‏ حيث مدخلات 4 تنتمي إلى ۸ فإن تعريف الحرية 
يشير إلى أنه يوجد تشاكل داخلي وحيد ل / بحيث يكون تأثيره على f p .... F,‏ معطى 
ب(2). إذن فالتقابل» المعطى بواسطة )2( ء بين التشاكلات الداخلية والمصفوفات يكون 
واحدا لواحد. 

نستطيع أن نجعل End Pf‏ حلقة بالطريقة المعتادة ؛ أي عن طريق تعريف مجموع 
وجداء كل زوج a, Be End,F‏ كما يلي : 

(a + B)(x) = a(x) + BOX), تد) (تنه)‎ = (BOX) 

لكل ٤ F‏ ×. نستطيع أن نتحقق بسهولة من أن كلا من OB s a+‏ تشاكل داخلي ل 
F‏ ومن أن العمليتين تجعلان ,520 حلقة . إذا كان 8 يقابل المصفوفة ) (b,‏ فإن 
fj‏ برطرح B(F,)=‏ . إذن 

J 


(a+ Bf) = alfi) + BU) = Day f; +E bj fj = (aji +) Fi 
(aB)(f,)=a(B(Fi)) = {3% 2 =} bj af ;) 
7 j 


2 2ii Sa, 1 | = EE, 3 


k 
(k, D الموقع‎ entry) JEG كما أن‎ (a, + b,,) إذنء إن المصفوفة المقابلة ل 8 +» هي‎ 


في المصفوفة المقابلة د 48 هو ag; bjr‏ $ . وهكذاء فإننا إذا عرفنا مجموع وجداء 
J‏ 


الحلقيات الحزثية من الحلقيات H‏ 1۳۷ 


المصفوفات كما هو معتاد» فإن التطبيق الذي يقرن كل تشاكل داخلي بمصفوفته يكون 
تماثل حلقات من “,530 إلى (1,)۸. في الحقيقة» يكون هذا هو السبب الكامن وراء 
تعريفنا لجمع وجداء المصفوفات كما هو معتاد. لاحظ أن هذا التماثل قد أنشىء بالنسبة 
إلى أساس خاص FI‏ ؛ على وجه العموم إن الأساسات المختلفة تقابل تاثلات مختلفة . 
الآنء إذا كان » تشاكلا داخليا FI‏ فإن © يكون WE‏ ذاتيا إذا وفقط إذا OLS‏ 
يوجد تشاكل داخلي B‏ بحيث 
aB=Ba=1, (3)‏ 
حيث ,1 هو التطبيق المحايد على . واضح أن مصفوفة 1 هي المصفوفة المحايدة 
المعتادة من النوع 5< ء. بالاستناد إلى التماثل بين End F‏ و M (R)‏ نجد أن )3( 


تكافىء 
AB = BA =1 (4)‏ 

حيث ۸و 8 هماء على Bs als pias toy sll‏ بالنسبة إلى f‏ وحيث 1 هي المصفوفة 

المحايدة من النوع SX S‏ 

(4-1) تعريف 


إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع 5 × على ۸» فإننا نقول إن /قابلة للانعكاس 
(invertible)‏ إذاكانت توجد مصفوفة 8 من النوع 5 × على R‏ بحيث تتحقق العلاقة 
LILE) . (4)‏ ما تسمى المصفوفة القابلة للانعكاس مصفوفة غير شاذة (non-singular)‏ « 
وهذه التسمية متداولة » بشكل خحاص» عندما تكون COMER‏ إن التكافؤ بين (3) و 
)4( يفيدنا أن التماثلات الداخلية ل تقابل بالضبط المصفوفات القابلة للانعكاس 
وذلك في التماثل بين End F‏ و -M (R)‏ من الواضح أن ا مصفوفات القابلة للانعكاس 
هي عناصر الوحدة في -M (R)‏ 

عندما نتعامل مع الحلقيات الحرة فإنناء كما هي الحال بالنسبة للفضاءات 
المتجهة» غالبا ما نريد أن غر من أساس ما إلى أساس آخرء وإن الاعتبارات By SAM‏ 
أعلاه تفيدنا عن كيفية القيام بذلك . نعلم من (Y-Y)‏ أن ote‏ عناصر أي أساس FS‏ 


\YA‏ التفريق المباشر LAL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


50 لتكن ٠٠٠, fy}‏ ,1/7 = */ مجموعة عناصر عددهاء» ولنعتبر السؤال التالي : 
ما هي الشروط التي يجب أن تتحقق حتى تكون LLNS‏ ل ؟ إن 


S 
f = <j زگ‎ e ED O EN.) 
j=l 


حيث (ay)‏ = 4 مصفوفة ماء من النوع XS‏ و على . من تعريف الحرية» نعلم أنه 
يوجدتشاكل dels‏ وحبد6 على 8ل #معرق بواسطة eae O(f;)= fj‏ 
S‏ ,... ,2 ,1 = 1. من المعادلة المذكورة أعلاه» نجد أن مصفوفة © بالنسبة إلى f‏ هى ۸. 


الآن» نأخذ بعين الاعتبار هذا الترميز ونقدم المأخوذة التالية. 
(/١-ه)‏ مأخوذة 
التقارير التالية متكافئة : 
FJ ptf i)‏ 
fia (ii)‏ ذاتى FI‏ 
aÀ (iii)‏ قاب «pales‏ 


ol pS! 

بما أننا قد أثبتنا سابقا تكافؤ التقريرين الأخيرين SB‏ يكفي اثبات تكافؤ (i)‏ 
(ii) 3‏ - 

من الواضح أنه إذا كان © WE‏ ذاتيا ل ۴ fF OB‏ يكون أساسا د ۴. في الحقيقة. 
إذاكانت E M‏ ,۳ ,... ,۸ حيث 1 حلقية ما على ۸ء فإننا بالاستناد إلى تعريف الحرية 
نجد أنه يوجد تشاكل 1 ج ۴ :0 على ۸ بحيث OF) =m,‏ لكل bbe . 1 Siss‏ 
يكون Oar! : FM‏ تشاكلا على ۸ ويقرن هذا التشاكل fi‏ ب,:” لكل 1 . 

بالعكس e‏ إذاكان f*‏ أساسا فإنه يوجد تشاكل داخلي ‏ على FIR‏ بحيث 
fi ) > :>5(‏ > (8)17 . واضح أن ,1 =8» = 8 » وبالتالي فإن» PU‏ ذاتي . 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات SL‏ ۳۹ 


إذنء فتغييرات أساسات الحلقيات الحرة على حلقة تامة رئيسة يتم إحداثها 
بواسطة المصفوفات القابلة للانعكاس تماما كما هى الحال بالنسبة إلى الفضاءات 
l Ai‏ 

ليس ضروريا أن نؤكد بقوة أن المعالجة السابقة لتمثيل التشاكلات الداخلية ل ۴ 
بدلالة المصفوفات» قد تمت بالنسبة إلى أساس معين f‏ ل ۴. ولكن غالبا ما يكون مهما 
أن نعلم ماذا يحدث عندما ننتقل إلى أساس جديد * FI‏ العلاقة التي تربط 
مصفوفة تشاكل داخلي 0 بالنسبة إلى *؟ مع مصفوفة » بالنسبة إلى /؟ نستطيع الإجابة 
عن هذا السؤال بسهولة . في الحقيقة» ليكن5 هو التماثل الذاتي ل ۴ الذي Foden‏ 
إلى ۴١‏ . عندئذء إذا كانت (aj)‏ هي مصفوفة © بالنسبة إلى OB‏ 


af )= Se fj 
1 
(f:)= Dajié(f,) أي‎ 
31 
57 = Zef: إذن‎ 


وهذا يعني أن A*=(aj))‏ هي مصفوفة 510:5 بالنسبة إلى f‏ 
إذن A* = X"'AX‏ 
حيث × هي مصفوفة ج بالنسبة إلى ؛ وكما رأينا أعلاه فإن هذه هي المصفوفة التي 
تعبر عن f JNa fj‏ 

نختم هذا البند بملاحظة عن المحددات . إذا كانت X‏ مصفوفة مربعة على حلقة 
إبدالية بمحايد فإنه يمكن تعريف محدد «det X X (determinant)‏ تماما كما في حالة 
de LN pial‏ على حقل» لما أن الفزاس ape‏ المضادة المسجادات bil Sind‏ 
في هذه ا حالة . يستطيع القارئ أن يتأكد من ذلك بسهولة» وذلك عن طريق العودة 
elena‏ قوع اداد لي کاب اراي كن كبر soe‏ وفحص البراهين 
الموجودة هناك . وحاليا نحتاج فقط إلى الحقيقتين التاليتين: 


ا التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئية 


. detXY = detX.det Y ob X, Y e M (R) إذاكان‎ (i) 
(adjX), - X, حيث‎ X.adjX = adjX.X = det X.1, فإن‎ X e M(R) إذاكان‎ (ii) 
-X ,د في‎ (cofactor) هو متعامل‎ 
بالاستناد إلى هاتين الحقيقتين» نستطيع أن نستنتج بسهولة التمييز التالئ‎ 
. ۸ للمصفوفات القابلة للانعكاس على‎ 


(1-۷) مأخوذة 
لتكن R‏ حلقة إبدالية بمحايد » ولتكن M (R)‏ ع ×. «tis‏ إن LGX‏ للانعكاس 
إذا وفقط إذا كان detX‏ عنصر وحدة ورج aR‏ 


ol 

أولاء افرض أن × قابلة للانعكاس . إذن توجد ٤ M (R)‏ ۷ بحيث 1 = XY‏ 
بأخذ المحدد للطرفين واستخدام (i)‏ نجد أن | = .detX.det Y = det],‏ إذن det X‏ 
عنصر وحدة فى ۸. بالعكس» افرض أن detX‏ عنصر وحدة فى ۸. عندئذ» فى (ii)‏ 
نقسم على 06116 لنستتتج أن, 1 = XY = YX‏ حيث -Y= (det X)” . adjX‏ إذن × قابلة 
للانعكاس. 

إذن» على سبيل المثال» إن عناصر )2( M‏ القابلة للانعكاس هى تلك العناصر 
التي محددها يساوي ±1 ؛ كذلك إن عناصر LUIM (KE)‏ للانعكاس هي تلك 
العناصر التي محددها ينتمي إلى *۸. l‏ 


۳ - صياغة مصفوفية للمبرهنة )١-۷(‏ 
في هذا البند سنعيد صياغة (V-V)‏ مستخدمين لغة المصفوفات . ولكن قبل أن 
نفعل ذلك فإننا نحتاج إلى إعطاء البرهان الموعود Ob‏ الحلقيات الحزئية للحلقيات الحرة 
ذات الرتبة المنتهية (على حلقة تامة رئيسة) تكون حرة. سوف نستخدم المأخوذة التالية» 
وهي تعبر عن إحدى خواص الحلقيات الحرة ؛ وهذه الخاصة مهمة جدا فى سياقات 
أكثر تقدها وسبوف تستند إليهاعدة مرات فيما يلى . إنها «خاضة الانشطاره؛ وقد سميت 
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كذلك YY‏ تفيد بأنه إذا تحققت شروط معينة» فإن الحلقية تنشطر إلى مجوع مباشر 


(۷-۷) مأخوذة 

لتكن 4( حلقية على ۸» لتكن F‏ حلقية حرة على ۸ ذات ,45 متتهية » وليكن 
G : 1 + ۴‏ تشاكلا غامرا . عندئذ توجد حلقية جزئية ٭۴ من ۸۷ بحیث F* =F‏ 
وبحيث .M=F* © kerý‏ 


ملاحظة 

بالرغم من أننا قد قصرنا نص هذه النتيجة على الحلقيات الحرة ذات الرتبة المنتهية 
على حلقة تامة رئيسة» فإنها صحيحة فى حالة الحلقيات الحرة الاختيارية بالاستناد إلى 
نفس الحجة . لقد ذكرنا الفرض المقيد فى النص cleat‏ للسهولة» وما على القارئ الذي 
يفضل ذلك إلا أن يتجاهل التعميم . 


البرههان 
لیکن {Ff}‏ اساسا ل ۴. ہا أن تشاكل c ple‏ فإنه g‏ >3 عناصر m, EM‏ 


بحيث Wm) = f,‏ حيث 35> > 1. حسب تعريف الحرية فإنه يوجد تشاكل OM‏ ۴ :۷ 
على ۸ بحيث WS) =m,‏ لكل وك > 1 . OY(f) = f bus‏ لكل i‏ وبالتالي op‏ 

oy = 1, (5) 

ليكن .F*= YF)‏ ندعى أن هذه الحلقية هى الحلقية الجزئية المطلوبة . بالاستناد 
إلى (5) يكون OWF) =F‏ = 0 إذن» إذاكان m e M‏ فإن (*0)77 = om)‏ لعنصر 
.m* e F* L‏ إذن 0 = ġ(m — m*)‏ و K = kerġ‏ ع .m—m*‏ إذن ¿m € K + F*‏ 
وبالتالى فإن 84 = ٭۴ + K‏ الآن» لیکن E KAF*‏ 8: عننائكذ» يوجد f EF‏ 
بحيث an = Wf)‏ با أن spn e‏ وفق )5( ad‏ أن Hn) = of) = f‏ = 0 
)003 = ۸ و }0{ = KO F*‏ وبالتالى فإن KO F*‏ = 14 . أخيراء ا أن ۴ = (OF*)‏ 
وبما أن نواة اقتصار ۵ على F*‏ هي (0) = FAK‏ فإن 4 قاثل من * إلى . 


Vey‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


(۸-۷) مبرهنة 
إذا كانت ۸ حلقة تامة رئيسة وكانت ۴ حلقية حرة على ۸ وذات dt,‏ منتهية 5 » 
op‏ كل حلقية جزئية من ۴ تكون حرة ورتبتها أقل من أو تساوي 5. 


ol pS 
وهي مولدة بحرية‎ F = {0} فإن‎ s = 0 نستخدم الاستقراء على 5. إذاكانت‎ 
بالمجموعة الخالية» وإن ۴ هي الحلقية الجزئية الوحيدة من نفسها في هذه الحالة . إذا‎ 
ل‎ SYA تقابل‎ F وإن الحلقيات الجزئية من‎ »)4-57( Gig ۴۶ = كانت 1 = 5 فإن ۸۾‎ 
إذا كان 0 = ۾‎ .J = Ra بحيث‎ » € J من ۸. مما أن ۸ حلقة تامة رئيسة فإنه يوجد‎ 
r> ra وهي حلقية حرة على رتبتها 0 وإذا كان 40 ۾ فإن التطبيق‎ oJ = {0} o 
. 1 وهي > ورتبتها‎ 7 = Rod) Ra = 7 حلقيات على ۸ من ۸م إلى‎ pE يكون‎ 
رقبتها أقل مين‎ gli A chill اة‎ al, »5 < 1 الانء افرض أن‎ 
-F=RF,®.. ORF یکوت‎ (A-V) حسب‎ FIL f = ff, of لیکن‎ os 
حلقية‎ F ؛ واضح أن‎ ۴ = ۸ @ ۰ © RF, وضع‎ F حلقية جزئية من‎ N لتكن‎ 
خرة ورتبتها‎ FON جزئية > رتبتها 1 -5. عندئذ» بالاستناد إلى الاستقراء» تكون‎ 

أقل من أو تساوي 1 -5. 
الآن» حسب مبرهنة التماثل »)١١-4(‏ نجد أن 

F/F =Rf, 61/78 =Rf,/Rf, OF =Rf,/{0}= Rf, 
F/F MF حرة ورتبتها 1 . لیکن نا هو التشاكل الطبيعي من‎ F/F dp وبالتالي‎ 
إلى حلقية جزئية من‎ N من‎ ple عندئذ» إن 7 تطبيق‎ .N وليكن 7 هو اقتصار ۷ على‎ 
وبالاستناد إلى الحالة 1 = 5 نجحد أن هذه الحلقية الجزئية سوف تكون حرة ورتبتها‎ » F/F 
نجد أن‎ (V-V) فإننا بالاستناد إلى المأخوذة‎ keri = FON أو 0. ہا أن‎ 1 

N=L®(FON) 

حيث ا حرة ورتبتها 0 أو 1 . إذاكانت N= FON db cL = CO}‏ حرة ورتبتها أقل من 
أو تساوي 1 -5. إذا كانت ×۸ = L‏ حرة ورتبتها 1 N = Rx © Rg, ©... © Rg, Obi‏ 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات vey TAI‏ 


حيث (,4,... fg,‏ أساس FANS‏ ہا أن 1 -5> / فإننا نجد أن ۸۷ حرۃ ورتبتها أقل من 
أو تساوي 5 كما هو مطلوب. 

لنعد الآن إلى الموقف المبين في OY)‏ حيث ١N‏ حلقية جزئية من ۴ وحيث ۴ 
حلقية حرة ذات رتبة منتهية ew‏ ولنفرض آنيا أن كلا من ۴ و ١‏ ليست صفرية . ليكن 
= اساسا ۴ہ ولیکن d}-NIS Loin = fn, nut}‏ مغل هذا 
الأساس موجود وذلك بالاستناد إلى (۸-۷). با أن العناصر ,” تنتمي إلى OB F‏ 


ni = Sag fj 4 (i=1, و‎ t) 


j=l 
من‎ 4 = (a) إن المصفوفة‎ «dots حيث ,,4 هی عناصر فى ۸ معينة بشكل وحيد.‎ 
والأساس‎ FSF النوع 1 × 5 وهي معينة بشكل وحيد عن طريق تعيين الأساس المرتب‎ 
سنرى ماذا يحدث‎ OW المرتب 7 ل77. تسمى هذه المصفوفة بمصفوفة # بالتسبة إلى/.‎ 
n* ما هي علاقة مصفوفة‎ NIn* ل ۴ وأساسا جديدا‎ ft عندما نأخذ أساسا جديدا‎ 
. ؟‎ A بالمصفوفة‎ fF بالنسبة إلى‎ 

بالاستناد إلى البند الثاني من هذا الفصل e‏ نعلم أن الأساسات الجديدة تعطى 
بواسطة مصفوفات قابلة للانعكاس؛ أي 


r 9 1 
e Dee. 2 
j=l 


حيث X = (x)‏ مصفوفة من النوع 5<ا5 وقابلة للانعكاس على (ym aR‏ = ۲ 
مصفوفة من النوع ۲ ×1 وقابلة للانعكاس على ۸. نستطيع أن نعبر عن العناصر ,ل 
بدلالة العناصر fi‏ وذلك بواسطة المصفوفة "× . في الحقيقة » إذا كانت XO! = (fy)‏ 
فإن: 


Veg‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


xy fe = Dey âj fa = Eô fk = fi‏ رك = f}‏ بركلا 
حيث ,5 هي دلتا كرونر» وحيث تتم عملية الجمع بالنسبة إلى الأدلة التي تظهر مرتين . 


rie‏ نحد أن 
عن fe = ZY ji j‏ ريه زناه = n; = Ey nj‏ 
Lex ag Vif‏ = 
=2(X AF), fi‏ 
وبالتالي ob‏ مصفوفة *7 بالنسبة إلى f*‏ هي 
A= x IAY =‏ 


إذن» بإجراء تغيير مناسب لأساس كل من F‏ و N‏ نستطيع أن نستبدل 4 بأية مصفوفة 
متعلقة بها بالشكل المذكور coed‏ حيث كل من ×و Y‏ مصفوفة اختيارية قابلة 
للانعكاس ومن نوع مناسب على ۸. إن هذه النتيجة تدفعنا إلى إعطاء التعريف التالي . 


(4-V)‏ تعريف 
لتكن 4و 8مضفوفتين من نفس النوع على R‏ عندئذ» نقول إن 8 
مكافئة AJ (equivalent)‏ (على (R‏ إذا كانت توجد مصفوفتان او لاعلى ۸ (من نوع 


مناسب ) بحيث : 
B=XAY‏ 
في الحقيقة ٠‏ إن هذه العلاقة من (ISI)‏ هي علاقة e PS‏ ويستطيع القارئ 


OY!‏ سوف نبين أن النقاش السابق يمكننا من اختزال )١-۷(‏ إلى المبرهنة التالية 
والتى تخص المصفوفات. 


)١١-۷(‏ مبرهنة 
لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» ولتكن #أية مصفوفة من النوع 1“ على . 
«te‏ إن ۸ مكافئة على “المصفوفة ( d‏ ,... ,,0188)4 حيث 4| 4|٠‏ . 


الحلقيات الجرئية من الخلقيات BD‏ هع 


إن المصفوفة (,4 ,... ,,188)4 المذكورة أعلاه هي مصفوفة من النوع؛ SX‏ 
وعناصرها الموجودة على القطر؛ أي في الأماكن (L, 1), (2, 2), ..., (UW)‏ هي 
elu = mings, t}) dp dy .... d,‏ ولكن عناصرها الأخرى أصفار. 

إن استنتاج (/1-1) من (O y)‏ أمر سهل . من أجل ذلك» نفرض أن ۸و ۴ 
معرفتان كما في (۱-۷). إذا كانت (0) = N‏ فإننا نأخذ أي أساس FS‏ ونأخذ جميع 
العناصر ,4 أصفارا . إذاكانت (0) × oN‏ فإننا نفرض أن ۸ أساس NS‏ وأن / أساس ل 
LSF‏ هو مذكور أعلاه» ونفرض أن A‏ مصفوفة ١‏ بالنسبة إلى f‏ . عندئذ» بالاستناد 
إلى (۱۰-۷) نحد أنه توجد مصفوفتان 1 و Y‏ قابلتان للانعكاس على R‏ بحيث 

X'AY = diag(d,, ..., d) 
J و‎ f* حيث ,]4|۰۰ . وكما هو مذكور أعلاه فإن ×و ۲ تعينان أساسين جديدين‎ 
: بالنسبة إلى */ هي (,4 ,... ,,0188)4 . إذن‎ n* وإن مصفوفة‎ eN و‎ ۴ 
ورد زم‎ om, ولك‎ 

هو أساس ل . الآن» إذا وضعنا 0 = ,4 ... = ,4 وتذكرنا أن >5‏ (في الحقيقة» 
في هذه الحالة » هى ۲). فإننا نحصل بالضبط على النتيجة )١-۷(‏ . 

1 بناء على ما تقدم» فإن هدفنا الآن هو إثبات .)٠١-۷(‏ وبالتالي فإننا نستطيع 
أن ننسى الحلقيات / و ١‏ آنيا وأن نركز على المصفوفات . 


£ - العمليات الصفية الابتدائية والعمليات العمودية الابتدائية 
إن ما سنتعرض له في هذه الفقرة مألوف جدا في الحالة الخاصة التي تكون 
وار قراف جارد فا ج إلى تقل ولاك تسرف Sree‏ 
الخاصة والتي تنتمي عناصرها إلى ۸ (ليس ضروريا تعيين النوع) : 
FC)‏ المصفوفة التي نحصل عليها من مصفوفة الوحدة عن طريق تبديل الصف 
ee‏ 
G(u) (ii)‏ هي المصفوفة القطرية التي تحتوي على » في الصف ؛ حيث ؛! عنصر 
وحدة في R‏ وتحتوي على 1 في الأماكن القطرية الأخرى . 


Yer‏ التفريق المباشر Lad‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


oH (dlj#igreR GY (iii)‏ المصفوفة التي نحصل عليها من مصفوفة 
الوحدة عن طريق ضرب الصف زبالعنصر or‏ وجمع الناتج إلى الصف 1 . 
H, (r)a iall‏ تحتوي على 1 في الأماكن القطرية» وتحتوي على في المكان 
(i, j)‏ وتحتوي على أصفار في الأماكن الأخرى . 

(iv)‏ تعرف (5): 51 بنفس الطريقة التي عرفت بها 11,,)١(‏ مع تبديل كلمة اصف» 
بكلمة «عمود . في الواقع إن Hyl) = Hil)‏ » ولكنه من المفيد أن نستعمل 
الرمزين. 

detG,(u)=u « det H;j(r) = det H;(r)= 10}‏ و 1- = det Fj‏ وهكذا 
فمحددات جميع هذه المصفوفات عناصر وحدة في R‏ وبالتالي SB‏ بالاستناد إلى 
(1-1) تكون جميع هذه المصفوفات قابلة للانعكاس. 


)١١-۷(‏ مأخوذة 
إن مفعول ضرب مصفوفة معطاة (من نوع مناسب ) من اليسار با مصفوفة : 
١١‏ ) , ,هو تبديل الصف : والصف [ز» 
Gu) (Y)‏ ضرب الصف : بالعنصر HU‏ 
() (14,)7هو ضرب الصف زبالعنصر ٣‏ وجمع SAW‏ الصف :. 
إن مفعول ضرب مصفوفة معطاة (من نوع مناسب) من اليمين با مصفوفة 
٢ (£)‏ ۴هو pus‏ العمود ا والعمود زر 
(uU) (0)‏ 6 هو ضرب العمود ابالعنصر U‏ 
Hi(r) )1(‏ هو ضرب العمود ز بالعنصر ٣‏ وجمع الناتج إلى العمود 1. 


البرههان 
إن هذه حقائق بسيطة» وإننا نفضل أن نترك القارئ يقنع نفسه (على قصاصة 


من الورق) بصواب هذه الحقائق. على أن نحضر ترميزا مفصلا من أجل برهانها . 


الحلقيات ال جزثية من الحلقيات yéy TH‏ 


(۱۲-۷) تعريف 

تعرف الفعاليات ا موصوفة فى (لا١-١١)و (T) - )١(‏ بالعمليات الصفية 
الابتدائية emer row operations)‏ على مصفوفة » كما تعرف تلك ال موصوفة 
فى )١١-۷(‏ و )8( - (CV)‏ بالعمليات العمودية (elementary columndsl1z YI‏ 
s 31-8‏ 

من المفيد أن نذكر أنه لإجراء عملية صفية ابتدائية» es ALE‏ تلك العملية على 
مصفوفة الوحدة المناسبة ثم نضرب من اليسار بالمصفوفة الناتجة ؛ وبا مل فإننا نضرب 
من اليمين عند إجراء العمليات العمودية . با أن المصفوفات التي تنجز المهمات هي 
حضفو قات Ob pS ALG‏ كل عملية من عة العمليات UNS FG ye iN‏ 
مصفوفة إلى مصفوفة مكافئة لها. إذن» نستطيع أن نبرهن أن مصفوفتين متكافئتان 
عن طريق إثبات أنه يكن تحويل إحداهما إلى الأخرى بواسطة عمليات ابتدائية متتالية» 
وفي الوقت نفسه نترك المؤثرات المصفوفية الحقيقية تتراجع بعيدا عن الأنظار . إذا كان 
هناك أي سيب يجعلنا بحاجة إلى معرفة تسلسل المصفوفات المحولة فإننا نجري 
العمليات الصفية المتتالية المناسبة على مصفوفة الوحدة المناسبة من أجل الحصول على 
المؤثر الأيسرء ونجري العمليات العمودية على مصفوفة الوحدة المناسبة من أجل 
الحصول على المؤثر الأيمن. في الحقيقة » إن إجراء العمليات الصفية الابتدائية يتم عن 
طريق الضرب المتتالي من اليسار بمصفوفات ابتدائية X,‏ ,... , ,× ؛ إن المفعول التراكمي 
لهذه العمليات يتم بواسطة pall‏ من اليسار ب × ... ,× X=‏ وإن هذه المصفوفة 
هي المصفوفة التي نحصل عليها عن طريق إجراء نفس متتالية العمليات الصفية على 
ا الوحدة. 


0 - برهان )١١-۷(‏ في حالة الحلقات الإقليدية 
من المفيد أن نبرهن )٠١-۷(‏ أولا فى الحالة الخاصة بالحلقات الإقليدية» وذلك 
OY‏ هذا الوضع هو الذي سوف يكون موضع اهتمامنا عندما ندرس التطبيقات. علاوة 
على ذلك. إن البرهان الخاص بالحلقات الإقليدية أسهل نسبيا من البرهان الخاص 
بالحلقات التامة الرئيسة الاختيارية . 


۸ التفريق المباشر LAL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 

إذن» سوف نأخذ مصفوفة اختيارية 4 من النوع ۲ sx‏ على حلقة إقليدية R‏ 
(مزودة بدالة (PEA!‏ وسوف نبين الكيفية التي يتم بها اختزال A‏ بواسطة عمليات 
صفية ابتدائية وعمليات عمودية ابتدائية إلى مصفوفة من الشكل diag(d,, ..., d,)‏ 
حيث u = min{s, t}‏ وحيث ,4| ٠-١‏ إيك |رك . وسوف يثبت هذا )٠١-۷(‏ في الحالة 
الخاصة التي تكون فيها ۸ حلقة إقليدية . 


EITS 

إن هدفنا في هذه المرحلة هو اختزال ۸ إلى مصفوفة مكافئة © من النوع / SX‏ 
ومن الشكل | elt‏ 

(£) 


حيث ,4 يقسم كل عنصر من عناصر OF‏ سوف نصف متتالية منتهية من العمليات 
الصفية الابتدائية والعمليات العمودية الابتدائية بحيث إذا أجرينا هذه المتتالية على 4. فإننا 
نحصل على مصفوفة من الشكل E)‏ أو على مصفوفة ) (b,‏ = 8 من النوع ؛ SX‏ محققة 
للشرط 

Kb) > Aa) ($) 

في الحالة الأخيرة: نعود إلى نقطة البداية ونطبق متتالية العمليات مرة ثانية . 
إما أن نصل إلى (£)ء وفي هذه الحالة نتوقف» أو نصل إلى )$( مرة ثانية» وفى هذه 
JULI‏ جد of‏ قيمة العتضر القائد بوآسظة ف تقل قم تكررحذه العسلية, راضم Val‏ 
بد لنا أن نصل إلى )$( بعد عدد منته من الخطوات› oY‏ إذا لم يتحقق ذلك فإن كل 
تطبيق لمتتالية العمليات يعيدنا إلى )$( كما أن قيم العناصر القائدة في المصفوفات بواسطة 
م تكون متتالية من الأعداد الصحيحة غير السالبة» وهذه المتتالية غير منتهية ومتناقصة 
فعليا. ولكن بالطبع لا يمكن أن توجد مثل هذه المتتالية . 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الحرة ۹ 


إن متتالية العمليات هي كما يلي : إذا كانت A‏ المصفوفة الصفرية فإن A‏ من 
الشكل (E)‏ ؛ إذاكانت A‏ غير صفرية فإنه يوجد عنصر غير صفري في A‏ وعن طريق 
إجراء تبديلات مناسبة للصفوف وللأعمدة» فإنه يمكن نقل هذا العنصر إلى الموضع 
القائد. إذن» نفرض أن 0 ** ,,4 ونعتبر الحالات الثلاث الممكنة التالية : 


)١( الحالة‎ 

يوجد عنصر a,‏ الصف الأول بحيث «a faj‏ بالاستناد إلى خواص 
الحلقات الإقليدية نستطيع أن نكتب 

aj 60 tr 

حيث 0 = Aa) sir‏ > )7 . بما أن ٩, fay‏ فإنه يجب أن يكون ۶0 وبالتالي OB‏ 
Or) > Ka,,)‏ . اضرب العمود الأول بالعنصر 4 واطرح الناتج من العمود رثم بدل 
العمود الأول والعمودتر. وهذا يستبدل العنصر القائد or pala,‏ وبالتالي فإننا 
نصل إلى (8) . 


الحالة (Y)‏ 
يوجد pare‏ ,» في العمود الأول ب بحيث a fa‏ في هذه Us‏ نتبع طريقة 
الحالة )1( 6 لكننا نتعامل مع الصفوف بدلا من الأعمدة فنصل إلى )8( 


)۳( BI 

,4 يقسم كل عنصر في الصف الأول وكل عنصر في العمود الأول. في هذه 
الحالة » نستطيع أن نستبدل جميع عناصر الصف الأول ما عدا ,,4 بأصفار عن ib‏ 
طرح مضاعفات مناسبة للعمود الأول من الأعمدة الأخرى . با مثل » نطرح مضاعفات 
للصف الأول من الصفوف الأخرى» وبالتالي فإننا نحصل على مصفوفة من 
jaa‏ 


VO‏ التفريق المباشر LA‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


إذا كان a,‏ يقسم كل عنصر في *2» فإننا نكون قد وصلنا إلى )£( وهذا ما نريد. 
و إذا لم يكن الأمر WIS‏ فإنه يوجد عنصر ر بحيث ز:4) ay‏ في تلك ا حالة مجمع 
الصف i‏ إلى الصف العلوي ؛ ويعيدنا هذا إلى الحالة )1( وهذه بدورها تجعلنا نصل 
إلى (8). 

إذن» لقد رتبنا الأمور بحيث تكون نتيجة كل من الحالات الثلاث مصفوفة 
مكافئة للمصفوفة A‏ وبحيث تكون تلك المصفوفة من الشكل )£( أو تحقق (8). 
وبتكرار تطبيق ما سبق » نصل إلى )£( بعد عدد منته من الخطوات ٠‏ وبالتالي فإننا نكون 
قد أنجزنا مرحلة الاختزال الأولى . 


الانتهاء من الاختزال 

من السهل أن نرى الكيفية التي توصلنا إلى الانتهاء من الاختزال» وذلك لأننا 
عندما نصل إلى (E)‏ نكون قد اختزلنا بشكل فعال سعة المصفوفة التي نتعامل معها. 
عندئذ» نستطيع أن نطبق الطريقة على المصفوفة الجزئية CH‏ فنختزل سعتهاء وهلم جراء 
تاركين متتالية من العناصر القطرية كلما تقدمنا . وهناك نقطتان مهمتان جديرتان بالذكر . 
النقطة الأولى هي أن أية عملية ابتدائية على *© تقابل عملية ابتدائية على © لا تؤثر 
على الصف الأول ولا على العمود الأول . النقطة الثانية هى أن أية عملية ابتدائية على 
Byler WS gives bland €‏ عناضرهاتركيات تة من العناضر Ob Sky sical‏ 
4 يقسم هذه العناصر الجديدة . إذن» في نهاية الأمرسوف نصل إلى مصفوفة من الشكل 
diag(d,, .... 4,(‏ حيث ,4| ٠٠١‏ |ج4.|4 كما هو مطلوب . في سبيل ايضاح هذه العملية 
فإنناء في نهاية الفصل. سوف نعطي التفاصيل الكاملة لمثال عددي . 
ملاحظة 

إن المصفوفات G (u)‏ المذكورة فى البند ٤‏ قد ضمنت فى ذلك البند ابتغاء 
الكمال. عادة ما تحتوي قائمة العمليات الابتدائية على العمليات التي تقابل تلك 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات \o\ TAI‏ 


المصفوفات» ولكننا لم نستخدم تلك العمليات في عملنا المنجز أعلاه. وغالباماتکون 
تلك العمليات مهمة فى حالات خاصة - على سبيل المثال» إذا كانت ۸ حقلا فإننا 
باستخدام تلك العمليات نستطيع أن نستبدل جميع العناصر غير الصفرية ,4 بالعنصر 
ol‏ وإذا كانت 7# = R‏ فإننا نستطيع أن نستخدم تلك العمليات من أجل استبدال جميع 
العناصر غير الصفرية ,4 بعناصر موجبة . 


4 - الحالة العامة 
إن أسلوب البرهان - في هذه ا حالة - لا يختلف كثيرا عن الأسلوب المتبع في 
البند 5 . إن الاختلاف الرئيسى هو أن العمليات الصفية الابتدائية والعمليات العمودية 
الايتدائية غير كافية GY‏ الاختزالء وبالتالى فإن نوعا آخر من «العمليات الثانوية» 
سل Bla‏ لدعو ف عمل الا ` 
إذا رغبنا أن نقلد البند » فإن واجبنا الأول هو أن نجد شيئا يؤدي دور الدالة 
الإقليدية . من أجل SUS‏ فإننا نعرف «دالة الطول» ۸ على *۸ حيث R‏ حلقة تامة 
رئيسة . إذا كان *۸ © ” فإنه بالاستناد إلى )١5-5(‏ يكن كتابة 7 على الشكل 
r=Up,.. P,‏ 
حيث اا عنصر وحدة» ,م عناصر أولية في ۸ و 0< 2. إن بعض ميزات هذه العبارة 
ميزات وحيدة» والعدد الصحيح n‏ هو من تلك الميزات الوحيدة . نعرف ۸ بواسطة 
AC) = n‏ ونسمي (length) (J sb) Ar)‏ العنصر7. واضح أن 
Ar) (6)‏ + )4(7 دوم ذاكل nr e R*‏ 
الآنء سوف نبين الكيفية التي يمكن بها اختزال أية مصفوفة اختيارية 4 من النوع 
×٤‏ على ۸ إلى مصفوفة قطرية من النوع المطلوب» وذلك بواسطة متتالية من العمليات 
التي تقابل كل عملية منها الضرب بمصفوفة قابلة للانعكاس . 


مرحلة الاختزال الأولى 

كما سبق» تتألف هذه المرحلة من تطبيقات متعاقبة لمتتالية من العمليات المختارة 
بحيث يوصلنا كل تطبيق إلى (£) أو إلى الشرط الذي نحصل عليه عن طريق استبدال 
© بدالة الطول 2 في )$( 


رلك ١‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


نحتاج إلى تعديل متتالية العمليات فقط في ا حالتين )١(‏ و (Y)‏ وسنكتفي 
بشرح ما يحصل في الحالة .)١(‏ في هذه الحالة 0 ± fre psa,‏ بحيث 1> ر > 1 
وبحيت saila‏ نستطيع أن نفرض أن 2 f=‏ وذلك بواسطة تبديل الأعمدة ؛ إن 
هذا ليس إلا ترهيزا مفيذا. بالاستتاد إلى )١8-15(‏ يوجد عامل مشترك أعلى d‏ 
للعنصرين ,,4 و ag‏ عندئذ يكون 


a,=%,.4,=%, (7) 

وبما أن 1412© OB‏ ليس عنصر وحدة. إذن 1 < AQ)‏ وبالاستناد إلى )6( 
يكون 

Ad) < Ala) (8) 


باستخدام )۱۹-٤(‏ يكون Ra, + Ra, = Rd‏ وبالتالى فإنه يوجد © ,2 , ,ند 
R‏ بحيث ,, 4 ,ا + ,4 x‏ = 4. عندئذ بالاستناد إلى )7( d = d(x y, +X,y,) OB‏ 


وبالتالي فإن ]= XY, + X,Y,‏ إذن» محدد المصفوفة 


Xî =J 


| 0 | eas 


والتي هي من النوع؛ ot X‏ هو el‏ وبالاستناد إلى (I-V)‏ إن هذه المصفوفة قابلة 
R i‏ 

الآن» نعتبر المصفوفة AS‏ إنها مكافئة ل 4. Oly‏ عنصرها القائدهو 
4 > ,42,0 4 ×. )5 بالاستناد إلى (8)ء إنها مصفوفة تحقق )$( أو بالأحرى 
تحقق الشرط الذي نحصل عليه من )$( عن طريق استبدال الدالة ف بالدالة 2 . 


الانتهاء من الاختزال 
يتم ذلك LE‏ كما في الحالة الخاصة بالحلقات الإقليدية . 


الحلقيات الحزثية من الحلقيات \oy zA‏ 


۷ - العوامل اللامتغيرة 
لقد أثبتنا أن أية مصفوفة A‏ من النوع ؛ × s‏ على حلقة تامة رئيسة ۸ تكافئ 
مصفوفة من الشكل (,4 ,... diag),‏ حيث ,,4| 4,٠٠٠‏ . سنثبت في النهاية أن 4 تعين 
العناصر القطرية ,4 ,... .,4 بشكل وحيد تقريبا ؛ في الحقيقة؛ إن تلك العناصر تعين 
تحت سقف العناصر المتشاركة . الآن» نرغب في إثبات ذلك ونبدأ بإعطاء تعريف قد 
يبدو محظورا عند النظرة الأولى . 


(۱۳-۷) تعريف 

لتكن 4 مصفوفة من النوع 1 × 5 على ۸ء وليكن Si Smin{s, t}‏ 1. نعرف 
A)‏ 7 بأنه ا مثالي في ۸ ا مولد بجميع ا مصغرات من النوع (i-minors) i‏ في A‏ 

إذا كانت A‏ مصفوفة ماء فإن محدد أية مصفوفة جزئية من النوع EXE‏ 
نحصل عليها من A‏ عن طريق حذف عدد مناسب من الصفوف والأعمدة (مع تثبيت 
ترتيب الصفوف والأعمدة الباقية) يسمى مصغرا من النوع في A‏ وهكذا فإن مصغرا 
من النوع :في ۸4 هو عنصر في الحلقة التي تنتمي إليها pole‏ 4. وإننا نحذر القارئ 
هناء أن كثيرا من المؤلفين يستخدم كلمة «مصغرا لوصف المصفوفة الحزئية نفسها ولا 
يستخدمها لوصف الحدة. 

إن نص الوحدانية الذي نود أن نبرهنه هو عبارة عن نتيجة للمأخوذة 
التالية. 


)١ 4-1‏ مأخوذة 

لتكن 8 A,‏ مصفوفتين من النوع ۲ × على R‏ ولنفرض أن ۸ و 8 متكافئتان 
على ۸. عندئذ» إن (8) 3 = (A)‏ الكل Sismin{s, t}‏ 1 . 

قبل أن نبرهن هذه المأخوذة سنبرر اهتمامنا بها بأن نستنتج منها نص الوحدانية 
الذي نود الوصول إليه . 


\og‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


ia pa )١١-۷( 
sD = diag(d,, ..., 4( ولتكن‎ R ples × 1 لتكن 4 مصفوفة من النوع‎ 
حيث‎ R مصفوفتين مكافئتين للمصفوفة ۸على‎ D' = diag(dj, .... dy) 

.1 Si Su بك لكل‎ - dj عندئذء إن‎ . 0٠٠١ d; و‎ dij- ي4|‎ cu = min{s, 1} 


البرهان 

إن أي مصغر غير صفري من النوع Bi‏ 2 يكون من الشكل dl,‏ رزه زه 
jee‏ > ... > رز > j,‏ إن هذه العناصر ALG‏ للقسمة على المصغر d, ... d,‏ ,#4والذي 
هو من النوع -i‏ إذن J (D) = ۸)4, ... d)‏ ؛ وبالمثل « إن Ji(D')= ۸)4) ... dj)‏ . 
الآن» إن كلا من yD‏ 2 تكافئ 4 وبالتالي فإنهما متكافئتان ؛ إذن باستخدام (V£-V)‏ 
يكون =D)‏ (7:)8 . وبالتالي فإنه بالاستناد إلى (5-5) يكون 

i= Ag و#الكل‎ a e .. df (9) 

ضع 1 e=‏ وضع ,4 ... = e,‏ لكل Sisu‏ 1 . بالمثل» عرف /© . عندئذ» 
باستخدام (9) نجد أنه یو جد عنصر وحدة ۸ E‏ ,۷ بحيث e; =v ©/)0 > i Su)‏ . إذن» 
إذا كان Si <u‏ 0 فإن 
e‏ 


_ 8 
رب‎ = din € = ربك‎ Vi 


Cis = Vier Ci = Vier dia © وأيضا‎ 

وبالتالي Yi = Visi Mar OP‏ يبرك ورب ربز ١ diyi =V‏ إذث -di ~ dia‏ 
لإثبات المأخوذة نبدأ بإعطاء الملاحظة التالية . لتكن D‏ مصفوفة من النوع 

»ا 171 على ۸» وضع D = )4,, ..., dp)‏ حيث d,‏ .... ,4 هي أعمدة 2. ليكن كل 

من di‏ و di’‏ متجها عموديا sh‏ 7# وعناصره من R‏ أي أن )4 و /4 مصفوفتان من 

النوع 1 على /. عندئذ إن 

det(d/ +d?” dy, ..., dy) = det(df.d, .... dy) + مو4 4 )نهل‎ -. dy) 
.reR JN det(rd,, d d ) = rdet(d,, ميك‎ ..., @d,) و‎ 


p Gas ore 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات TA‏ 100 


من المحتمل أن تكون هذه الحقائق مألوفة للقارئ في حالة المصفوفات على 
حقل» وكما في تلك الحالة فإنه يكن إثباتها عن طريق نشر المحدد بواسطة العمود 
الأول أو مباشرة عن طريق التعريف . كذلك فإن ملاحظات مشابهة تنطبق على 
الأعمدة الأخرى . فإذا كان لدينا مصفوفة D‏ من النوع Xm‏ ووضعنا مكان عمودها 
رقم LS Fi‏ خطيا من الأعمدة ,€ ,... ٠,‏ على eR‏ فإن محدد المصفوفة الناتجة يساوي 
تركيبا خطيا (على (R‏ من محددات المصفوفات التي نحصل عليها من D‏ عن طريق 
استبدال العمود رقم i‏ بالأعمدة,© ,... ٤,‏ على التعاقب . وإذا طبقنا هذا المبدأ على كل 
عمود تباعا فإننا نستطيع أن نصل إلى النتيجة التالية . لنفرض أنه قد أعطينا مجموعة 
من المتجهات العمودية , ,... Se,‏ طولها 7 وعناصرها من ۸. لتك نك هى مجموعة 
المصفوقات من النوع lle x‏ يمكن تكوينها من هه الأحمدة لاحيث تسمج 
بالتكرار). الآن» لتكن C‏ أية مصفوفة من النوع 7× بحيث تكون أعمدتها تركيبات 
خطية من ,© ,... ٥,‏ . عندئذ» إن 0616 هو تركيب خطي من عناصر من الشكل detW‏ 
حي ث ك > 17. إذن 0610 ينتمي إلى المثالي (في (R‏ المولد بواسطة العناصر detW‏ 
حيث W‏ تتغير She‏ 

الآنء لتكن (4 .... ,,4) = 4 أية مصفوفة من النوع ۲ × R des‏ ولتكن × أية 
مصفوفة من النوع ۲ ×1 على ۸. نعتبر AX‏ إن العمود رقم ¡ في هذه المصفوفة مشغول 
بالمتجه العمودي Ds aj‏ . نريد أن نفحص مصفوفة جزئية نغوذجية E‏ من النوع ؛ × ¡ 

j=l 

فى AX‏ لتكن a = fy ons i}‏ مجموعة الصفوف المتضمنة فى E‏ بحيث تكون 
واپ اا EET TE E T‏ الأعمدة جزئية) في 
wl tA‏ تركيبات خطية من الأعمدة aj‏ حيث يتم ا لحصول على ay‏ عن طريق اختيار 
العناصر التي أرقامها ,بر ,... ,زفي ,». )63 إن المصغر المقابل detE‏ من النوع ؛ هو 
تركيب خطي de)‏ ۸) من العناصر 

det(aj,, .... aj, ) (10) 


yor‏ التفريق المباشر Lad‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


وهذه العناصر هي محددات مصفوفات جزئية من النوع أ ×¡ مكونة من 

اختيارات من الأعمدة a)‏ . الآنء إن المحدد )10( يساوي صفرا إلا إذا كانت Key ..., k,‏ 
مختلفة » وفي ا حالة الأخيرة فإننا نستطيع أن نجعل ترتيب أعمدته نفس الترتيب الذي 
تظهر فيه تلك الأعمدة في 4 عن طريق تغيير في الإشارة» وبالتالي فإن المحدد في 
الحالة الأخيرة يساوي + أو - مصغر من النوع : في A‏ إذن» إذا كانت E‏ أية مصفوفة 
جزئية من النوع ¡ ×¡ في AX‏ فإن 181 تركيب خطي من مصغرات من النوع أ في A‏ 
وبالتالي فإنه ينتمي إلى المثالي J(A)‏ المولد بواسطة هذه المصغرات . إذن 

J(AX) c JA) 
كذلك إذا أجرينا نقاشا مشابها مستخدمين الصفوف فإننا نجد أن‎ 

J{YA) c JA) 
إذن‎ SX 5 لأية مصفوفة ۲ من النوع‎ 

J(YAX) c JA) 
Ob وبالتالى‎ A = BX" فإن‎ B = YAX و × قابلتين للانعكاس وكانت‎ Y إذا كانت‎ 

l J{A) c J{B) 
.)١4-1/( إذنء إن هذين المثاليين متساويان وبالتالي فإن هذا يثبت المأخوذة‎ 


ملاحظة 
كالعادة» لقد أعطينا نص المأخوذة )١5-1/(‏ بالنسبة إلى الحلقات التامة الرئيسة» 
ولكن المناقشة تظهر أن تلك المأخوذة صحيحة بالنسبة إلى أية حلقة إبدالية بمحايد. 


)١15-190(‏ تعريف 
لتكن 4 مصفوفة من النوع 1 × 5 على R‏ ولتكن (,4 ,... D= diag(d‏ مصفوفة 
قطرية مكافئة ل 4 على ۸ بحيث ,4| ٠٠١‏ |4 |4 . عندئذ» تسمى المتتالية yy ..., d,‏ 
نتتالية عوامل لا متغيرة (invariant factors)‏ للمصفوفة eA‏ ۸ . تسمى 

. ۸ مصفوفة عوامل لامتغيرة للمصفوفة‎ diag(d,, ..., d) 


الخلقيات الجزثية من الحلقيات \ov TA‏ 
الآنء يمكن تلخيص المبرهنتين )٠١-1/(‏ و 0-V)‏ 1( بالطريقة التالية : 


(ẹ\ Y-Y)‏ مبرهنة 
تتکافاً مصفوفتان من النوع 1 × les‏ حلقة تامة رئيسة ۸إذا وفقط إذا كان لهما 
oA)‏ سقف العناصر ا متشا ركة ) نفس متتالية العوامل اللامتغيرة على ۸ . 


ملاحظة 

لقد عرفنا مفهوم التكافو بالنسبة إلى حلقة خاصة ۸ء وهذا ما فعلناه سابقا مع 
مفاهيم أخرى. من الممكن أن تكون مصفوفتان عناصرهما من ۸ غير متكافئتين على 
۸ء ولكنهما متكافئتان على حلقة S‏ حيث 5 أكبر من ۸ (انظر تمرين AY‏ 


A‏ - الخلاصة ومثال محلول 

عند هذه المرحلةء يمكن للقارئ أن يقدر تقدينا عرضا موجزا لما قد حققناه في 
هذا الفصل الطويل . Lie OS a‏ السلن Au yo‏ العللاقة بين oF‏ سيك So hale‏ 
وذات رتبة منتهية» و » حيث N‏ حلقية جزئية ؛ كذلك أردنا أن نثبت أنه يكن اختيار 
أساس FI 47 so‏ بیت يكون fr AF}‏ 4 اساسا ل de por‏ متاسية من 
العناصر (,4 .... ,,4) التي يقسم كل منها العنصر الذي يليه . وأثناء تلك الدراسةء 
أثبتنا أن رتبة حلقية حرة هي لامتغير حسن التعريف (Y-Y)‏ كما أثبتنا أن الحلقية 
اوھ lead a‏ یہ کا وبالنائن اسيم من اکن لديف pe‏ أسناس J‏ 
N‏ 

لقد قرنا مصفوفة 4 بأساسين معطيين ۸ و f‏ ل ۷و F‏ على الترتيب. كذلك» 
استطعنا أن نصف المصفوفات المقابلة لتغيير في الأساس عن طريق دراسة العلاقة بين 
التشاكلات الداخلية للحلقيات والمصفوفات . وعرفنا أن المصفوفة المقابلة لأساسين 
جديدين *7 و */ ل N‏ و ۴ تأخذ الشكل XAY‏ حيث كل من × و Y‏ مصفوفة قابلة 
للانعكاس ؛ أي تأخذ شكل مصفوفة مكافئة ل4.. ON‏ نستطيع ترجمة المسألة الأصلية 


\OA‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهاثيا على حلقة تامة رئيسة 


إلى مسألة عن المصفوفات ؛ A bL‏ لقد كان علينا أن نبرهن أن 4 مكافئة 
ل( 4 ,... .diag(d,,‏ 

لقد عرفنا العمليات الابتدائية بحيث تقابل الضرب من اليسار أو من اليمين 
بمصفوفة قابلة للانعكاس » وبالتالي فإن تطبيق عمليات ابتدائية على مصفوفة » كان ينتج 
مصفوفة مكافئة لها. ثم تسلحنا بالعمليات الابتدائية من أجل اختزال 4 إلى الشكل 
القطري المطلوب . في حالة الحلقات الإقليدية » كان من السهل إثبات أنه يكن تنفيذ هذا 
الاختزال في عدد منته من الخطوات» وذلك بمساعدة الدالة الإقليدية 4 . حتى نحقق 
ذلك بالنسبة إلى حلقة تامة رئيسة اختيارية» كان علينا أن نجد بديلا للدالة ؛ لقد ساعدنا 
في ذلك» الدراسة التي قمنا بها في الفصل الرابع حول وحدانية التحليل في الحلقات 
التامة الرئيسةء ولقد جعلتنا هذه الدراسة قادرين على تعريف دالة الطول على الحلقة . 
ثم استندنا إلى عملية إضافية وأجرينا تعديلا طفيفا على دراستنا السابقة من أجل أن نتم 
البرهان فى الحالة العامة . أخيراء أثبتنا أن العناصر dildo] ٠٠١ |d,‏ هي عناصر معينة بشكل 
cd Loy‏ سيقت العتاضير AS LAA!‏ 

سوف نختم هذا الفصل بإعطاء بعض الأمثلة العددية وذلك من أجل توضيح 
الكيفية التى تعمل بها طريقة الاختزال المعطاة في البند (9) . 


مثال محلول 
لتكن 


7 85 9 
T= |4 5 6 
1 2 3 


أوجد مصفوفتين × و ۲ من النوع 3 × 3 على 7 بحيث تكون XTY‏ مصفوفة عوامل 
لامتغيرة للمصفوفة T‏ 

إن Lely‏ الأول هو أن تختزل ٨‏ إلى مصفوفةعوامل لامتغيرة عن Garb‏ 
العمليات الابتدائية الصفية والعمودية . مما أننا نريد أن نحصل على × و ۲ فإنه يجب 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الخرة ١14‏ 


علينا أن نتذكر تسلسل العمليات المستخدمة . فيما يلي نعطي ترميزا مختصرا من أجل 
oe‏ ا a‏ اا 
R, OR,‏ تعني تبديل الصف i‏ والصف J‏ 
cR,‏ + ,۸ تعني ضرب الصف ربالعنصر © وجمع النات إلى الصف اء 
uR,‏ تعنى ضرب الصف : بعنصر الوحدة » (±1 = » في الحالة التي ندرسها 
الآن). 1 1 

Glas‏ هذه الرموز بالعمليات الابتدائية الصفية . كذلك» هناك ترميز مشابه 
للعمليات الابتدائية العمودية ونحصل عليه بواسطة وضع € مكان ۸ . 

إن أسرع طريقة لبدء الاختزال (رغم أنها ليست ضرورية) هي أن نجد عنصرا 
غير صفري بحيث تكون قيمته بواسطة ‏ أصغر ما يمكن » ثم نحضره إلى المكان القائد . 


إذن» نجد أن 

789 1 29 8 
4 5 6| —> R جع‎ R14 5 6 
1 2 3 7 8 9 

i 2 3 

R,-7R, aa 

12- 6ه 

0 0 

C, -2C, 3 

06-30 
-6 -12 


ويوصلنا هذا إلى )£( OY.‏ با أن الصف الأول والعمود الأول لا يتغيرانء فإننا 
نستطيع أن نطمسهما على شرط أن نواصل ترقيم الصفوف والأعمدة كصفوف وأعمدة 
في المصفوفة الأصلية . إذن؛ نواصل كما يلي: 


ő 2 @ C;-2C,) [3 0‏ هد 
1G © ` xq flo 0‏ 12+ هد 


1 التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 
إذن» لقد اختزلنا المصفوفة T‏ إلى المصفوفة 

1 0 0 

0 3 0 

0 0 0 


وبالتالي فإن 0 ,3 ,1 متتالية عوامل لامتغيرة للمصفوفة 7 على 7. 

لايجاد المصفوفة X‏ فإننا نطبق العمليات الابتدائية الصفية المستخدمة أعلاه 
على مصفوفة الوحدة ,1ء ولإيجاد Y‏ نطبق العمليات العمودية على ,1 . يستطيع 
القارئ أن يتأكد بسهولة أن تطبيق العمليات يعطي 


00 1 1 2 1 
x =|0 1 -4|,Y =|0 1 2 
1 تق‎ i 00 1 


ومن المفيد أن يتأكد من صحة الحسابات عن طريق حساب حاصل الضرب XTY‏ 


]= و 


فإننا نحصل على أحد الأوضاع السهلة التي تظهر فيها AY) UL‏ فى تلك الحالةء 
a4‏ أن الطريقة التالية هي إحدى طرق الاختزال. 


2 0 2 3 C,-C, 1 2 
— R+R, —_ 
0 3 0 3 CoG} |3 0 


a 


مباشرة . 


إذا بدأنا بالمصفوفة 


02-26 0 

—) R,-3R 
3%] | 
-1x R 


وبالتالى فإن 6 ,1 متتالية عوامل لامتغيرة فى هذه الحالة . 


الحلقيات الجزثية من الحلقيات N TB‏ 


تمارين على الفصل السابع 
لتكن 
7 6 4 
A=|2 2 4‏ 
15 6 6 


أوجد مصفوفتين × و لا على 7 بحيث تكون XAY‏ مصفوفة عوامل لامتغيرة 


احسب مضفوفة'عوامل لامتغيرة على QKI‏ لكل من المصفوفتين 
l-x l+x x 0 0 0‏ 
x l-x 11| (ii) 0 l-x 0 |)‏ 
ite 2w 1 0 0 1-2‏ 


ماذا تعني علاقة التكافؤ بالنسبة إلى المصفوفات من النوع 1 × 1؟ أعط مثالا 
لمصفوفتين على 17 بحيث OU SG‏ غير متكافئتين على 7 لكنهما متكافئتان على 


0. 
أثبت أن كل مصفوفة من النوع ۲ sx‏ على حقل cK‏ تكافئ على مصفوفة من 
الشكل )0 ,...,0 ,1 ,...,1 ,0138)1. أوجد عدد فصول التكافؤ التي تنقسم إليها 
المجموعة المكونة من جميع المصفوفات من النوع ۲ sx‏ على £ بالنسبة إلى علاقة 

التكافؤ على LK‏ 


لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» ولتكن 4 مصفوفة من النوع 7× على R‏ أثبت أن 
4 قابلة للانعكاس إذا وفقط إذا كانت 4 تكافئ مصفوفة الوحدة من النوع ۸ AX‏ 
على ۸. أثبت أنه إذا كانت ۸ حلقة إقليدية » Op‏ المصفوفات الابتدائية من النوع 
a‏ تولد الزمرة المكونة من جميع المصفوفات القابلة للانعكاس من النوع 
۸ × ” على ۸. إذا كانت ۸ حلقة تامة ركيسة» فما هى النتيجة المقابلة ؟ . 
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لتكن 4 هى المصفوفة 

2 l+i 1-i 

8+6i -4 0‏ 
والتي تنتمي عناصرها إلى حلقة a‏ أعداد جاوس R‏ . أوجد مصفوفتين مربعتين X‏ 
و ۲ على ۸ بحيث XAY OSG‏ مصفوفة عوامل لامتغيرة للمصفوفة 4 على ۸ . 
ما الجواب إذا استبدلنا RoC‏ ؟ 
لتكن ۸ حلقة تامة . أثبت أنه إذا كانت A‏ مجموعة جزئية من (RY‏ بحيث A‏ 
مستقلة خطيا على cR‏ فإن عدد عناصر 4 أقل من أو يساوي . 
سن re‏ بو ع و ات 
واعتبر أن ن "(۸) مطمورة فى (K"‏ 
لقن ا Sy Roky DOR Jag‏ د RINE‏ 
نفرض r, ERO‏ ,... ور٣٠٣‏ عناصر عددها 7 وعاملها المشترك الأعلى هو [1]. 


n 
من‎ F* أثبت أنه توجد حلقية جزئية‎ )١-1/( بالاستناد إلى‎ . f= anh ليكن‎ 


F‏ بحيث F=Rf © F*‏ . استنتج أنه توجد مصفوفة قابلة للانعكاس من النوع 
Ps ee ere ee eee‏ 


ثبت أن 
A‏ 
A=‏ 
x 2‏ 


غير مكافئة على [×]7 لمصفوفة قطرية . (إرشاد: اعتبر المثاليات GA)‏ 


uy 


-EN 


4 


wr) g) 


وشات التشريق 


الآنء نحن في وضع مناسب لصياغة المبرهنة الرئيسة في هذا الكتاب وإثباتها . تعطي 
هذه المبرهنة معلومات تفصيلية حول بئية ا لحلقيات المولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 
-R‏ وفي الحقيقة» إنها تؤدي إلى تصنيف لهذه الحلقيات (بدلالة بعض المتتاليات التي 
تنتمي عناصرها إلى (CR‏ وذلك عن طريق التعبير عن تلك الحلقيات كمجاميع مباشرة 
لبعض الحلقيات الجزئية الدوروية . فى هذا الفصل سوف نبين الكيفية التي يُصمى بها 
هذا الجمع المباشر إلى صيغته الأساسية حيث لا يكن تفريق LSM‏ في كل مرحلة 
سوف نلقي نظرة ثاقبة على وحدانية التفريقات (decompositions)‏ المتنوعة التي 


١‏ - المبرهنة الرئيسة 
نحتاح أولا إلى مأخوذة بسيطة تتعلق بالمجاميع المباشرة للحلقيات على حلقة 
panies ra a le é‏ 
بمحايد . 


(۱-۸) مأخوذة 
لتكن CALL‏ على الحلقة R‏ وافرض أن امجموع مباشر داخلي 
L, © ... OL,‏ = اللحلقيات ا جزئية ,1. لكل افر ض أن ,۸ حلقية جزئية من ,1 


yw 


V‏ التفريق المباشر LAL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


t 
: ا فإن‎ > LIN عندئذ» إذا كان هو التشاكل الطبيعى‎ . N= <_۸; وافرض أن‎ 


i=] 


v(L) = LIN, LIN = v(L) = V(L,) © ... © WL) 


البرهان 


t 
فإن ;اللا =1 حيث,1٤ ,ا وبالتالي فإن‎ le إذا کان[‎ 


i=l 


-Fi ekerv = N = ZN; د-۲ = 0 وبالتالي فإن‎ EL, 


j#i j#i 


1 
إذن ۸ رلا = -X6‏ حيث Le .۸, © N,‏ أن EL,‏ مجموع مباشر فإننا نجد أن 
j#i k=|‏ 
l =n; € N; c kerv‏ » وبالتالى فإن0 = x = vf)‏ . إذن WL) = (L,) © ... BL)‏ 
الآن» إن قيد نواة ا على ,2 يساوي NAL, AN,‏ وبالتالی فإننا بالاستناد إلى O =o)‏ 
نجد أن LIN,‏ = ()۷. 
OY!‏ نتقدم نحو النتيجة الرئيسة . 


(Y-A)‏ مبرهنة 
لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة » ولتكن M‏ حلقية مولدة نهائيا على ۸ . عندئذ » يكن 
التعبير عن M‏ كمجموع داخلي مباشر 


M=M,®...®M, (s 20) 
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حفيث 


)1( ,1 حلقية جزئية غير تافهة ودوروية من M‏ ومرتبتها ed,‏ و 


و4 ٠١|‏ |و4 | رك . 


E 


ملاحظات 


نذكر بأنه حسب اصطلاحاتنا » فإن الحلقية الصفرية هي مجموع مباشر 
للمجموعة الخالية من الحلقيات الجزئية . 

حتى الآن» لقد عرفنا فقط مثالى الترتيب OM)‏ لحلقية دوروية على -R‏ من 
ناحية أخرى » ERGER‏ دام (ind‏ فإن O(N)‏ مثالى رئيسى » وبالتالى 
له الشكل dR‏ حيث ۸ de‏ وبالاستناد إلى (t-t)‏ نجد أن4 fh‏ تحت سقف 
عامل هو عنصر وحدة ويسمى 4 مرتبة للحلقية N‏ نقول إن N‏ من المرتبة 
d(order)‏ . إذا كان dlro «r e sN = Rn‏ ى eo(N)‏ , ه .rn=0‏ 
وكما أشرنا سابقا Ob‏ رتبة الزمرة الدوروية المنتهية با معنى المعتاد لنظرية الزمر 
هي المولد الموجب لثالي الترتيب الذي يخصها وبالتالي فإنها مرتبة بالمعنى الذي 
وصف أعلاه. 

لتكن 82 = Z‏ حلقية دورؤية على ۸» وليكن AR‏ = 7 مثالى الترتيب للحلقية 2. 
عندئذ» إن (40 = 2 هه ۸ = 7ج pared‏ وحدة . إذن» إن قولنا إن جميع M,‏ 
غير تافهة» يكافئ قولنا إن جميع ,4 ليست عناصر وحدة. 

إن الشرط |٠١|»,‏ ,4 مكافئ للشرط .0(M,) >... 2 (M)‏ 

لتكن M‏ حلقية على حلقة تامة رئيسة R‏ . إذا MOIS‏ > :دو o(x) = dR‏ فإننا 
نقول إن * من المرتبة 4. 


-١ 


إثبات البرهنة 


لتكن M‏ حلقية مولدة نهائيا على ۸. عندئذ » بالاستناد إلى (V1)‏ فإنه يوجد 


تشاكل OM ple‏ ۴ : 4 حيث ۴ حلقية حرة على ۸ وحيث رتبة ۴ منتهية . لتكن 
رتبة ۴هي t‏ وضع N= ker‏ عندئذء بالاستناد إلى )4-0( فإنه يوجد JHU‏ 
1 ج FIN‏ : ۷ بحيث يكون الشكل 
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9 
pe‏ 
y‏ 
FIN‏ 
إبدالياء حيث ۷ هو التشاكل الطبيعي . الآن» بالاستناد إلى (V-V)‏ فإنه يوجد أساس 
FI Fy .... /,(‏ وتوجد عناصر alele‏ في ۸ بحيث تكون N‏ مولدة بالعناصر 
OS) ef ssf‏ 
Rf, © ... ORF,‏ = كلو N=R(c f) ®... ORCS)‏ 
حيث من الممكن أن تكون بعض العناصر >f,‏ تساوي 0. بالاستناد إلى )١-/(‏ فإن 
هي مجموع مباشر لحلقياتها الجزئية الدوروية OII . WRF) =RVF)‏ إن Vf)‏ 
من المرتبة © وذلك لأنه إذا كان ۸ ع فإن 
ماع eNe‏ بدت 0 - rv(f) =0 6 (rf)‏ 
وبالتالي فإننا نجد أن: 
FIN = Rv(f,) © ... © RV(f) (1)‏ 
حيث WF‏ من المرتبة © وحيث |٠٠٠١|»,‏ | إ» . با أن/ا PEE‏ فإنه يقرن التفريق المباشر 
FINI )1(‏ بتفريق مباشر ل 1. الآن» نريد أن نحذف المجمعات التافهة . ليكن 1هو 
آخر عدد صحيح i‏ بحيث يكون ,© عنصر وحدة . عندئذء بالاستناد إلى شرط القسمة 
نحد أن C‏ .... ,,» عناصر وحدةء وبالتالي فإن الحلقيات المقابلة في (1) هي حلقيات 
صفرية ويمكن حذفها. إذنء إذا كان fw‏ = و فإن: 
M=M,®..@M.‏ 
حيث (ر M, = ۸۷٠), = ROE,‏ هي حلقية دوروية غير تافهة من المرتبة ,© d=‏ 
و didi) ld;‏ . إن هذا ينهي الإثبات . 


(Y-A)‏ نتيجة 
مع فرضيات ال مبرهنة (۲-۸)» فإن ۴ ® 1 = ۸۷ حيث هي حلقية الفتل 
ا جزئية في 11و ۴هي حلقية جزئية حرة وذات رتبة متتهية . 


ميرهنات التفريق 11¥ 


البرهان 

نعلم من )0-1( أنه إذا كانت 7 مجموعة عناصر الفتل في M‏ فإن 7 حلقية 
جزئية من M‏ - إن هذا ما نعنيه بحلقية الفتل الحزئية في M‏ في تفريق BM‏ في 
(Y-A)‏ نفرض أن 1 + / أول عدد صحيح ربحيث 0 = ,4 . عندئذ» بالاستناد إلى 
(۲-۸)(ب)» يكون 0 - d,‏ - ... = ,4 وبالتالی فإن كلا من M,‏ ,۸1 هي حلقية 
دوروية عديمة الفتل. إذن» بالاستناد إلى Te M,,,®... OM òS (A-3)‏ 
ورتبتها! -8. ليكن =M, © ... OM,‏ *7» عندئذ» واضح أن M =T* © F‏ 
وندعى أن7 = *7. لإثبات هذا نفرض أن *7 me‏ عندئذ +m,‏ ... + ,1 = م حيث 
im, € M,‏ وبا أن d‏ يقسم ,4 لكل dm, +... + dm, = Oil SI‏ = رك . عا أن 
40 ,4 فإن هذا يبين لنا أن كل عنصر في T”‏ هو عنصر فتل» وبالتالي TE > TOB‏ 
من الناحية الأأخرى» لتق رضن anal‏ أي pate‏ فل في M‏ عتدكذه ها أن 1= 14 
ste Tae n=t4fop@F‏ ۴ ع ث. بما أن «عنصر fs‏ » قان يوجذ Otre‏ 
8 بحيث 0 = مم . إذن 0 r f=‏ + . بما أن ۴ © TE‏ مجموع مباشرء فإن 0 LH‏ 
ولكن F‏ عدية الفتل» وبالتالي فإن 0 f=‏ إذن *7 ع en‏ وبالتالي TOB‏ = *7 كما 
esl‏ 


ملاحظة 

إن الحلقية الجزئية #المذكورة فى e (Y-A)‏ بصفة عامة e‏ ليست وحيدة. فمثلا» 
إذا اعتبرنا ا © 7 - M‏ حلقية على Z‏ فإن حلقية pil‏ الجزئية 7 هي الحلقية الجزئية 
الدوروية المولدة ب(1,0) . إن القارئ يستطيع أن يتحقق بسهولة من أن العنصرين )0,1( 
و1 ,1 ele Oly‏ جرثيئين:دورويقين ۴و M=T®F=T® F* Coe F*‏ 
كما يستطيع إثبات أن FAP‏ 


(/-4) نتيجة 
كل حلقية عدية الفتل ومولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة ۸ تكون حرة . 


1۸ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهاثيا على حلقة تامة رئيسة 


البرهان 
إذا استخدمنا الترميز المستخدم في (Y-A)‏ فإنه إذا كانت M‏ عدية الفعل فإن 
T= 0}‏ وبالتالی -M =F op‏ إذن ۸1 حرة. 


أمثلة 
من الأمور المثيرة للاهتمام أن نبحث فيما إذا كانت مبرهنة ما تبقى صحيحة إذا 

بدلنا فرضياتها بفرضيات أضعف . الآن» سنثبت أنه لا يكن إضعاف فرضيات المبرهنة 

(Y-A) 

\- إن الفرضية التي تنص على أن ۸ حلقة تامة رئيسة هي فرضية غير فائضة . OLY‏ 
«Sus‏ لتكن Df]‏ = ۸. عندئذ» إن أية مجموعة مستقلة خطيا في R‏ لا تحتوي 
على أكثر من pate‏ واحد . ذلك لأنه إذا كان » و b‏ عنصرين غير صفريين في R‏ 
ba-ab op‏ = 0 ؛ وهذه Bre‏ خطية غير تافهة بين ۾ و -b‏ ليكن ۸× + 28 = J‏ 
هو المثالي المولد ب 2 و :دفي . عندئذ» إذا اعتبرنا ل حلقية جزئية في » فإنه 
OSE‏ توليد ل بعنصرين . الآن» بالاستناد إلى تمرين ۸ في الفصل الرابع نجد أن 
ل غير رئيسي؛ أي أن 7 ليست حلقية جزئية دوروية RB‏ !603 لو كان ل 
مجموعا مباشرا لحلقيات دوروية فإن هذه الحلقيات ستكون عدية الفتل (وذلك 
ROY‏ عدية الفتل) وسيكون هناك حلقيتان على الأقل. عندئذ» سيكون مولدا 
اثنتين من هذه الحلقيات مستقلين خطياء وقد رأينا أن ذلك مستحيل . (من 
الممكن أن نستخدم أية حلقة تامة بحيث لا تكون حلقة تامة رئيسة بدلا من 
A Z[x]‏ المناقشة السابقة) . 

١‏ - من الواضح أنه لا يمكن حذف الفرضية التي تنص على Mol‏ مولدة نهائياء 
وذلك لأنه إذا كانت حلقية ما مجموعا مباشرا لعدد منته من الحلقيات الجزئية 
الدوروية فإنها مولدة نهائيا. يما آننا لم نناقش المجاميع المباشرة غير المنتهية فإننا 
Y‏ نستطيع أن نتابع مناقشة هذه المسألة هنا . 


مبرهنات التفريق TTS‏ 


Y‏ - وحدانية التفريق 

ماذا يعني السؤال فيما إذا كان تفريق مباشر لحلقية ما وحيدا أم لا ؟ بالنسبة إلى 
غط التفريق ا موصوف في (Y-A)‏ فإنه يكن التعبير عن هذا السؤال» في أصلب شكل » 

إذا كان يوجد تفريقان من الشكل 

٠.١ ©‏ © 1( - رلا © ٠٠١‏ © ,لا - اا 

حيث 11و Mi‏ حلقيات جزئية دوروية غير تافهة في 11 وبحيث (,0)01 2 2٠-١‏ ( 0)1 
و (20)84:-::0)31(2 فهل هذا يقتضي دائما أن 5  -‏ »وأن M,=Mi‏ لكل 
Fis 1, wl‏ 

الإجابة البسيطة عن هذا السؤال تكون لا؛ لأنه إذا كان لدينا تفريق من ذلك 
النمط» بحيث يكون لبعض مركباته نفس مثالي الترتيب» فمن الواضح أننا نستطيع 
الحصول على تفريق آخر من نفس النمط بواسطة إجراء تبديل على المركبات . فمثلا 
إذا كان ر2 © ,7 = M‏ المجموع الداخلي المباشر لنسختين ,2 من الحلقية 1ء حيث 7 
حلقية على ,1 فإن OZ,‏ ,2 = 14 تفريق آخر» وكل من التفريقين له الشكل الموصوف 
فى (Y-A)‏ 
l‏ وحتى إذا أضعفنا متطلبات الوحدانية قليلا Ob‏ نطلب مساواة الحلقيات M,‏ 
للحلقيات ,71 ولكن بترتيب ما بدلا من M; = Mf‏ فإن الإجابة عن السؤال تبقي 
لا. وذلك لسبب بسيط هو أننا نستطيع أن نختار أساسا لحلقية حرة بطرق متعددة. 
فمثلاء إذا اعتبرنا المجموع الخارجي المباشر 7 © 7ل 1 مع نفسهافإن 
Z = 7)1, 0) © 7)0, 1)‏ © 7 هو تفريق من النمط الموصوف فى (۲-۸). ولكن؛ 
كما رأينا في البند الثاني من الفصل السابع فإنه إذا كانت l‏ 


ab 

c d 
تفريق مباشر آخر‎ 2)4, © © 15, d) مصفوفة على 7 بحيث يكون محددها 1 + فإن‎ 
. من الشكل المطلوب كما أن مثالي الترتيب لكل من المجمعين الدورويين هو الصفر‎ 
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وحتى بالنسبة إلى حلقيات الفتل» فإن الإجابة عن سؤالنا تبقى سلبية . فمثلاء 
لیکن 8 © 4 = 1 هو المجموع الداخلي المباشر لزمرتين دورويتين la‏ = 4 و 7 = B‏ 
من الرتبة 2. ونعتبر M‏ حلقية على 2 كما هو معتاد . إن هذا تفريق من النمط (Y-A)‏ 
لأن .27 = 0(B)‏ = (0)4 ولكن M = La © L(atb)‏ تفريق آخر من هذا النمط وإن 
كلا من مجمعيه المباشرين لا يساوي 8. وبالتالي فإنه لا يوجد أمل لإنقاذ هذا المفهوم 
البسيط للوحدانية بالنسبة إلى التفريقات الموصوفة في (/-5) . 

بالرغم من الإجابات السلبية السابقة» فإنه توجد إجابات إيجابية ومفيدة عن 
السؤال التالي : ما درجة وحدانية التفريق؟ فمثلاء إن عدد المجمعات فى التفريق هو 
لامتغير للحلقية» وهناك لامتغير آخر هو المنتالية المتداخلة ((⁄)0) المكونة من مثاليات 
الترتيب التي تظهر في (۲-۸). سوف نثبت المبرهنة التالية : 


(/-0) مبرهنة 

لتكن LER‏ تامة رئيسة» ولتكن M‏ حلقية على ۸. ليكن 
M = M, © ٠-١ © M, = M © ٠٠١ OM‏ تفريقين مباشرين MI‏ حيث ,1 حلقية 
دوروية غير تافهة من ا مرتبة ,4 و Mj‏ حلقية دوروية غير تافهة من ا مرتبة ره » 
و4 | -| 42 | |d; sdi‏ -| و4 | di‏ . عندئدء )10 - Rd; = Rd; js‏ لكل 
iE 1,2, oers‏ بوجه خاص i‏ إن df yd‏ متشاركان: 

. على هذه المبرهنة فإننا سنعطي بعض التعاريف‎ ely 


(I-A)‏ تعاريف 
لتكن M‏ حلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة ۸. عندئذ» بالاستناد إلى 
(۲-۸)» فإننا نستطيع التعبير عن 1 بالشكل $M =M, © ... © M,‏ حيث M,‏ حلقية 
دوروية غير تافهة من ا مرتبة di | dy |٠٠١ | dy 9d,‏ . وبالاستناد إلى (-0)فإن ا متتالية 
بايد hig‏ ,4 معينة تحت سقف عوامل هي عناصر وحدة نسميها متتالية من العوامل 
ال M J(invariant factors)‏ ااال اتی چ ا 

تكون عناصر وحدة» ولكن بناء على هذا التعريف » فإن العوامل اللامتغيرة LAL‏ 
لا يكن أن تكون pole‏ وحدة. 


مبرهنات التفريق 1۷۱ 


لیکن 1 + | أول عدد صحيح i‏ بحيث 0= ,4 . عندئذ» dı =..=d=0‏ 
وبالاستناد إلى 6(0-A)‏ يتم تعيين العددين الصحيحين او | - 5 بشكل وحيد بواسطة 
ا حلقية 4ء نسمي | - 5 الرتبة ا حرة من الفتل -M J (torsion-free rank)‏ وتسمى 
المجموعة ال مرتبة ,4 .... .4 متتالية من لامتغيرات الفتل (torsion invariants),‏ ل M‏ . 
واضح أنه يكن ا حصول على متتالية من العوامل اللامتغيرة ‏ حلقية إذا كنا نعرف 
لامتغيرات الفتل للحلقية والرتبة ا حرة من الفتل للحلقية . 


ملاحظات 

(YA) إذا استخدمنا الترميز المذكور أعلاه» واستندنا إلى النقاش المستخدم في‎ - ١ 
حيث ۴ حرة ومن الرتبة | - 5و ,14 © ... © 11 - :1 هى‎ 1 = 7 © ۴ Ob 
1 إذن‎ -M حلقية الفتل الجزئية في‎ 

MIT = F @TIT=FIF AT = FIO} =F 

إذن» إذا كان لدينا أي تفريق MS‏ كما في (0-A)‏ فإن عدد المجمعات الدوروية 
عديمة الفتل يكون رتبة الحلقية MITE H‏ وبالتالي فإنه يتم تعيينه بشكل وحيد 
بواسطة 34 . والرتبة الحرة من الفتل ل 44 هى رتبة ا حلقية الحرة MIT‏ 

¥ - إن المبرهنتين (۱-۸) و (0-A)‏ تعطيانا (classification) ree.‏ للحلقيات 
المولدة نهائيا على حلقةتامة رئيسة ۸. وبالاستناد إلى هاتين المبرهنتين. OB‏ 
كل حلقية M‏ من هذا النوع تعين عددا صحيحا 0 < 5 وتعين متتالية 
[a ]| [a ]| ee l[a] (2)‏ 
من فصول العناصر المتشاركة في ۸» حيث كل ,4 ليس pare‏ وحدة في ۸. إذا 
كانت M‏ و “14 حلقيتين متماثلتين» فإنهما تعينان تفس المتتالية بالاستناد إلى 
.(0-A)‏ بالعكس» إذا كانت y M‏ 1 تقابلان نفس المتتالية (2). فإن 
٠-١: © 14) sM=M,@... OM.‏ © ]11 = :14 حيث كل من ,الاو Mj‏ 
دوروية ومن المرتبة 4. إذنء بالاستناد إلى )١١-7(‏ فإن M; = Mj‏ © 
وبالتالي فإن 147 > M‏ أخيراء نلاحظ أن كل متتالية من الشكل )2( تقابل 


1V۲‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


حلقية » وهذه الحلقية هي المجموع الخارجي المباشر لحلقيات دوروية من المراتب 
.d,, .... 4,‏ طبعاء إن (۸/۸4), مثال على حلقية دوروية من المرتبة -d‏ إذن 

يوجد تقابل واحد لواحد بين فصول التماثل للحلقيات المولدة نهائيا على AR‏ 

. والمتتاليات من الشكل )2( من جهة ثانية‎ cage 

الآنء يجب علينا أن نثبت المبرهنة (/-0)؟ سنفعل ذلك عن طريق استنتاجها 
من المبرهنة التي تعطينا وحدانية العوامل اللامتغيرة لمصفوفة . لتكن ۴ حرة» وليكن 
F > M‏ :6 تشاكلا Nal gl pe‏ كما نعلم فإن بعض الاختيارات للأساسات في ۴ 
و ۷ تعين تفريقات M‏ كمجموع مباشر لحلقيات جزئية دوروية. إن برهان (0-A)‏ 
سينجز بواسطة إثبات العكس» أي أن بعض التفريقات المباشرة ل 14 تعين أساسات 
في ۴ و N‏ من النمط المناقش في .)١-1/(‏ إن المأخوذة التالية سوف تكون مفيدة . 


(Y-A)‏ مأخوذة 


لتكن M‏ حلقية على ۸. ليكن :دو اعنصرين فى 74 وافرض أن × من ا مرتية 
.d 0‏ غلاوة على ذلك » افرض أن Rx‏ د Ry‏ وأن 0 = dy‏ عندئذء Rx = Ry‏ 


البرههان 

بالاستناد إلى الفرض. فإنه يوجد ry eure R‏ = ×. لیکن ۸ عاملا مشتركا 
Jel‏ ل #و 4. عندئذ» يوجد ۸ 6 d=dhyr=rhtwur,d,‏ عندئذ» إن 
رم۶ = ر = × وبالتالی فإن 0 = =r d hy =r dy‏ ند .d‏ )603 يما أن + من المرتبة 4 
فف إذن dey SLs atole d = [1] 03] dey pase holyd~d,‏ 
R‏ > ۷ ,لا بحيث 1 = -ur + vd‏ إذن ga Sy = (ur + vd)y = ux € Rx‏ مطلوب . 


83 eb (A-A) 
مجموعا مباشرا حلقيات جزئية ,×۸ التی هى‎ M = Mx, © ... © Rx, لیکن‎ 
. 4, |: | dy وحيث‎ ed, دوروية وغير تافهة من ا مرتبة 0غ‎ Pd حلقيات‎ 
منتهية 5. عندئذ» يوجد‎ diy تشاكلا غامرا حيث #حرة وذات‎ E: ۴ لیکن ۷1 د‎ 

أساس !سي قال Ro poling‏ عدو Susy‏ 


مبرهنات التفريق 1Y۳‏ 


cd ,رمن ا مرتبة‎ sM=Ry,®..@Ry, G) 
.1> ١ >5 ,ر = (4© لكل :> > 1و0 -( لكل‎ (ii) 


البرههان 

لاحظ أننا قد كتبنا الحلقيات الجزئية الدوروية بترتيب معاكس للترتيب المعتاد ؛ 
إن هذا سيبسط الترميز. ونستخدم الاستقراء الرياضي على . إذا كان0 = Ot‏ 
M = {0}‏ وإنع هو التطبيق الصفري» وإن أي أساس ل ۴ يحقق الشروط . 

الآنء نفرض أن 0 > cr‏ وأن المبرهنة صحيحة للمجاميع المباشرة التي يقل عدد 
مجمعاتها عن ۲. coll‏ با أن ع ple‏ فإنه يوجد” »© ,8 بحيث dies teg) =x,‏ 
ox, #0‏ فإن 0 ۶ ,ع . إن ۸8 حلقية جزئية من ۰۴ وبتطبيق (۱-۷) على ad Re,‏ أنه 
يوجد أساس {fis or So}‏ ۴ وعنصر أساس gf‏ ۸8و =r fi ثيحب٣ ER‏ )8 . 
عندئذ» يوجد عنصر وحدة U”‏ بحيث g ugi‏ وبالتالي Eur fi Ob‏ ۾ . ليكن 
y =e(f})‏ . عندئذ x =é(g,)=e(urf{)=ury,‏ وبالتالي فإن x, € Ry‏ 
الآن» إن 0 = ad, y,‏ لأن ,4 هي مرتبة ,و d,‏ تقسم ,4 وبالتالي فإن 0 = ,×4 لكل 
df yi‏ (0) = 4,74 . الآن» بالإستناد إلى (V-A)‏ نجد أن .Rx, = Ry,‏ بما أن أي 
مولدين لحلقية دوروية يكون لهما نفس المرتبة y, OB‏ يجب أن يكون من المرتبة ,4. 
علاوة على ذلك» إن 

M =Ry, OM, (3) 

حيث M =Rx, ®... © Rx,‏ 
ليكن 7 هو الإسقاط من M‏ على M,‏ والمصاحب للتفريق (3). إذن» إذا كان 
+m,‏ بل ع م حي ,للا am) =m ol re R sm,‏ . ليكن 
O- ©‏ 8/5 = 5 . عندئذ, إن Rf OR‏ = ۴ . الآنء ا أن M1 3M,‏ :7 
و 1 + ۴ :© تشاكلان غامران فإن me‏ تشاكل غامر من ” إلى M,‏ إذا كان 
faxfitfreF‏ حيث ‏ ”ع wef) = me(f*) OL Sx Ry ft‏ وذلك oY‏ 


1١7‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


0=( )7 -(72)/1 . إذن» إن اقتصار ۸£ على F‏ هو تشاكل غامر COW.‏ بالاستناد 
إلى فرضية الاستقراء ad‏ أنه يوجد أساس Fo}‏ .... .1/5 ل ۴ وعناصر Rx,‏ © ,لا 
من المرتبة لکل / > > 2 بحيث ,نز =( ne (fi‏ لكل :> :> 2 و 0 - ( :/) me‏ لكل 
كك >4. إن هذا يعني أن 
>> 2)رر مع nlt<iss)se(fi)=y‏ :د( أراء 
pola‏ منتاسية ER‏ 7 لیکن : 
fi=fi -nfi fı =f‏ 

الآنء من المؤكد أن (fj, ۶2, ... fy}‏ ساس FS‏ وبالتالي {fons fF POR‏ أساس FS‏ 
OY‏ محدد المصفوفة التي تربط هاتين المجموعتين يساوي 1. علاوة على AUS‏ إن 
(f1) =8 (f) =‏ € وراد tSelfi=e(fi-nfil=ntin-an‏ 


۲> :> 2 و0 - 6/70 لكل > : > 4. وهذا ينهي البرهان. 


(4-A)‏ نتيجة 
نستخدم الترميز المستعمل في CAA)‏ وعلاوة على ذلك نفرض أن M‏ حلقية 
فتل وأن 0 < . لیکن .N = kere‏ عندئذ » يوجد أساس NJ‏ بحيث تكون مصفوفته 

بالنسبة إلى أساس ل ۴هي nd)‏ م4 ,1 .... ,01881 حيث عدد الآحاد هو Sat‏ 


البرههان 
ol - a‏ 
N=R(df) © ... © RF)ORS,, © ... © Rf, (4)‏ 
فى الحقيقة» ہا أن( FILLY, nf‏ فإنه إذا کان ۷ > f‏ فان fi‏ ل = f‏ 


لعقاصر Rake‏ ,7 عتدكذ» إن 


مبرهنات التفريق Vo‏ 


teati ye EAS as 
i=l i=] 


ما أن مجموع ال حلقيات الجزئية Ry,‏ مباشر فإن 0 = ry,‏ لكل i‏ وبالتالي فإن 
led,‏ مرتبة cy,‏ تقسم لكل ۲> > 1 . بالعكس » واضح أن هذا الشرط يضمن لنا 
fe Nol‏ وبالتالي فإننا نحصل على (4). با أن ۷1 حلقية فتل» OB‏ كل d,‏ تختلف 
عن الصفر وبالتالى فإن (5/ .... {d fp .... d fp fap‏ أساس NS‏ إذا كتبنا هذا 
df «SUS JU ala‏ تر همالك oS‏ انس ره عي Wi sical‏ 
القطرية المطلوبة . 


إثبات المبرهنة (OA)‏ 
سيكون الإثيات مباشرا - إلى حد ما - لأننا قد أنجزنا معظمه . إن 
M=M,®...®M,=M/®...0M; (5)‏ 


حيث ,11 و Mj‏ حلقيات دوروية غير تافهة من المراتب ,4 و di‏ على الترتيب وحيث 
٠:4‏ [ي4| ,4 و -di | 45 |- |d;‏ 

لاحظ أن الحلقيات قد رقمت ON‏ حسب الترتيب المعتاد. ليكن 1 + هو أول 
عدد صحيح : بحيث 0 = td,‏ وبا مثل» لتكن ۷ معرفة بواسطة التفريق الثاني » عندئذ» 
بالاستناد إلى المناقشة الموجودة في (Y-A)‏ نجد أن 

)6( 4 © ... © )لا = رلا © ... © اا - '1 
هي حلقية الفتل الحزئية في M‏ و أن MITEM, © ... OM,‏ حرة ورتبتها u‏ - 5؛ 
بالمثل» إن MIT‏ حرة ورتبتها v‏ -6. إذن» بالاستناد إلى (۲-۷) والتي تفيد أن رتبة 
الحلقية الحرة هي لامتغير » فإئنا نحصل على 

S-u=t-v (7) 


ومن غير أن نفقد العمومية» فإنه يمكننا أن نفرض أن Sv‏ ». الآن» إذا كان 0 = » فإن 
(6) تؤدي إلى 0 = v‏ كما أن (7) تؤدي إلى 1 = ts‏ وعندئذء با أن جميع العناصر ,4 و 
di‏ تصير صفرا فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة . إذن» يمكننا أن نفرض أن #0 ». 


1۷1 التفريق المباشر لحلقية مولدة Lil gi‏ على حلقة تامة رئيسة 


بالإستناد إلى »)3١-57(‏ فإنه y‏ جد تشاكل غامر £ من حلقية حرة ۴ رتبتها Shu‏ 7؛ 
وبتطبيق (/-4)» على التوالي» على التفريقين الأول والثاني TI‏ 6 فإن كلا من المصفوفتين 
diag(1, ..., 1, df, ..., dy) sdiag(d,, ..., d,)‏ (حيث عدد الآحاد (u - v‏ مصفوفة 
أساس kere‏ = ¥ بالنسبة إلى أساس FI‏ بالاستناد إلى المناقشات الموجودة فى البند 
الثاني من الفصل السابع فإن هاتين المصفوفتين متكافئتان. إذن» بالاستناد إلى 
(Y-Y)‏ فإن 1 ب ,4 لكل -١‏ + ,... ,1 = 1. مما أننا قد فرضنا أن كل ,4 ليس pase‏ 
وحدة فإن ا = tu‏ علاوة على ذلك بالاستناد إلى (۱۷-۷)» فإن di ~ df‏ لكل 
» ,...,1 = :. الآنء إن المعادلة (7) تؤدي إلى / = os‏ وبا أن العناصر المتبقية di, d‏ 
جميعها تساوي الصفر فإن هذا ينهي البرهان. 

في الفصل التالي سوف نعالج المبرهنتين (Y-A)‏ و (/-2) من منظور مختلف 
وربما يكون المنظور الجديد أفضل من المنظور السابق . 


۴ - التفريق الأوّلي iad‏ 
فى ضوء (Y-A)‏ من الطبيعى أن يسأل فيما إذا كان يكن تفريق المجمعات M,‏ 
التي حصلنا عليها هناك إلى خلقيات أصغرة آم ل . الآنء سنبين أن هذا ممكن في 
بعض الأحيان . لقد رأينا في السابق أن ,7 © ,7 7,2 كحلقات (إذن كزمر إبدالية 
وكحلقيات على 7 ). وإن التفريق الذي سنعطيه OW‏ سيتبع الطريق المقترح بواسطة 
هذا المثال. 


)١١-8(‏ مأخوذة 
لتكن M‏ حلقية غير تافهة على iR‏ وافرض أن 0 = dM‏ حيث ۸ © 4 ليس 
صفرا وليس عنصر وحدة. ليكن جم d= p1 ٠٠٠‏ حيث past‏ وحدة والعناضر 
ip,‏ وغير متشاركة زوجا زوجا في ۸. عندئذ» يكن التعبير عن M‏ كمجموع 
مباشر ,1 ® ... © cM =M‏ }0{= ;1م . إن هذه الشروط تعين ا خلقيات 


ا جزئية M,‏ بشكل وحيد . 


مبرهنات التفريق \VV‏ 
البرهان 
لاحظ أنه با أن ۸ حلقة تحليل وحيد» فإنه من المؤكد أنه يكن التعبير عن 4 كما 
في النص أعلاه؛ نأخذ عبارة ل4 من الشكل 
(حاصل ضرب عناصر أولية) × (عنصر وحدة) - 4 
ثم نقوم بتجميع جميع العناصر الأولية المتشاركة مع واحد معطى ونحضر عناصر 
الوحدة إلى المقدمة. ضع : 


yt أنه ذا كان یز جد‎ NGI 

M, © ... © 1 (8)‏ = اا بحيث }0{ = pr iM,‏ 
M, = 4,4 Ob‏ وبالتالي فإنه يتم تعيين المركبات M,‏ بشكل وحيد بأقوى معنى بمكن . 
ث1 ز(وذلك لأن d‏ 


OL 3 ( pj? dM, = 0 الآنء با أن‎ 


dM + ٠٠١ +d)M, =d;M; c M;‏ ع dM‏ . من الناحية الأخرى. بماأن 
(d E a [1]‏ فإنه يوجد ۸ © s‏ : بحيث 1= rd; + spf‏ . إذنء إذا كان m € M,‏ 
فإن: 

M; c d;M c d;M; c M; إذن»‎ m= (ra, + spf (r =d,(rm) ed;M 
. وبالتالى فإننا نحصل على المساواة فى العلاقة الأخيرة‎ 

ب نكن كيت TE TE‏ فإنه يجب علينا أن نأخذ M, = d,M‏ وأن 
نبرهن أن )8( متحققة . بما أن d; pf =d‏ فواضح أن }0{ = př’ M;‏ . الآنء بما أن 
العامل المشترك الأعلى د4 ...4 هو [1] فإنة يوجد ۸ 6 ,۲ ٣٠‏ بحيث 
r, 4, = 1‏ . ]603 إذا MOB‏ ع x‏ فإن EM,‏ = 24,۷ ع le = Ed (r,x)‏ - ند. ولكي 
نرى أن هذا المجموع مباشر» نلاحظ أن أي عنصر yE) Mj‏ يحقق العلاقة 

jai 


ca tdy=0‏ كما أشرنا أعلاهء إذا كان 1 زفإن 0 = -d M‏ وإذا كان «رينتمي أيضا 


\VA‏ التفريق المباشر GAL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


إلى M,‏ فإن 0= py‏ . وإذا اخترنا” GS-5,‏ الفقرةالأخيرة- فإن 


(rd; + spy =0‏ = بر . إن هذا ينهي البرهان. 


)١11-8(‏ نتيجة 
)13 كانت M = Rm‏ دوروية » R(d,m) ol‏ = ,1 دوروية . فى هذه DAI‏ إذا 
كانت 4 مرتبة 4 بالضبط فإن p”‏ هي مرتبة,14. 


(۱۲-۸) تعاريف 

تسمى ا حلقيات M,‏ المذكورة فى (/-١٠)المركبات (primaryi J, YI‏ 
PON = {OF ne Lalo Nie ste . M Jcomponents)‏ (حيث p‏ عنص رأولى) 
فإننا نسمي N‏ حلقية أولية (primary module)‏ أو حلقية فتل من النوع م (p-torsion‏ 
module)‏ . تسم ىكل حلقية فتل دوروية من النوع p‏ حلقية دوروية أوّلية أوحلقية 
دوروية مرتبتها قوة عنص ر أولي أو حلقية دوروية مرتبتها قوة ل م . 

نستطيع أن نستخدم المأخوذة )٠١-۸(‏ للحصول على تهذيب لبرهنة التفريق 
(Y-A)‏ ولكن قبل أن نفعل ذلك» سنعطي نص «المأخوذة الجامعة» التاليةوبرهانها 
وهي تتعلق بالمجاميع المباشرة للحلقيات الدوروية التي مراتبها أولية نسبيا. 


(۱۳-۸) مأخوذة 
ليكن ,11 © ... © =M,‏ 1 حيث M,‏ حلقية فتل دوروية من ا مرتبة r‏ 
و ]1[ = (rr)‏ حيث i Aj‏ عندئذء ۸۷1 دوروية من المركية ,7 ... T‏ 


البرههان 

لیکن m= m, +... +m, 9M, = Rm,‏ لیکن ۲ .. col GET‏ لكل 
R‏ € د فإن 0 = sn‏ ج 0 - n,‏ لكل i‏ ج :| لكل i‏ بما أن العتاصر ,” أولية فيما بينها 
زوجازوجاء فإن هذا يعني أن 4 يجب أن يقسم 5» وبالتالي نحد أن من المرتبة 4. إذا 


مبرهنات التفريق \v4‏ 


وضعنا d, = dir,‏ فمن الواضح أن -dym = dm,‏ وبما أن [1] = (r, d)‏ فإنه يوجد 
u © R‏ ,1 بحيث 1 = ctr, + ud,‏ وبالتالى Ob‏ 

m, = (ir, + ud,)m, = ud,m, ع‎ R(d,m) = R(d,m) c Rm 
M وبالتالي يجب أن تساوي‎ om, تحتوي على جميع العناصر‎ Rm إذن‎ 


Jus 
)٠١-۸( ا حلقية »,2 © 2 ® ,ل على 7 . عندئذ» بالاستناد إلى‎ »M لتكن‎ 
وبقدر من الإفراط في الترميزء نجد أن‎ )١١-4(و‎ 
1,-1,®1,,L.)-1,® 1, 1,,-2,® 7 
وبالتالي فإن‎ 
- (01,01) © (2,01, ©, l 
3 من النوع 2 والتي من النوع‎ IMS لقد وضعنا بين قوسين مركبات الفتل‎ 
كمجموع مباشر لمركباتها الأولية.‎ M والتي من النوع 5» وبالتالي فإننا قد عبرنا عن‎ 
فإننا نختار من كل مركبة‎ (Y-A) كما هو موصوف في‎ MI وللحصول على تفريق‎ 
ثم نضع هذه الحلقيات‎ e OSE أولية حلقية جزئية دوروية » بحيث تكون مرتبتها أكبر ما‎ 
الآن» نكرر هذه العملية‎ M, الجزئية بين قوسين لنحصل على الحلقية الجزئية الدوروية‎ 
وهلم جراء وفي كل مرحلة نتجاهل‎ M, على الحلقيات الجزئية المتبقية لنحصل على‎ 
المركبات الأولية التى قد استنفدت . إذن»‎ 
لا‎ - 1, © )1,© 1 © (1,0 1, ©1( 
=D 01,020 (Y-A (بالاستناد إلى‎ 
MS وبالتالي ينتج أن 180 ,12 ,2 هي متتالية من لامتغيرات الفتل‎ 


£A)‏ 1( مبرهنة 
لتكن M‏ حلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة ۸. عندئذ » يكن التعبير عن 
M‏ كمجموع مباشر 


1۸۰ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهاثيا على حلقة تامة رئيسة 


OF,‏ ... © ,7 © ,2 © ... © ,2 - اا 
حيث كل ,2 حلقية دوروية غير تافهة مرتبتها قوة عنصر ولي » وكل ,7 حلقية دوروية 
غير تافهة وعديمة الفتل. 
إذا كان M = 7/6 ٠٠١ © 2) © 77 © ٠٠١ OF‏ تفريقا نماثلا آخر r=sòp‏ 
و ۷ = » ويمكن إعادة ترقيم المجمعات Zi‏ بحيث (/0)2 = (:0)2 لكل ,> أك 1. 


البرهان 

إن النص المتعلق بالوجود هو نتيجة مباشرة ل (۲-۸) و .)١١-8(‏ إن (Y-A)‏ 
تفيد بأن M‏ مجموع مباشر لحلقيات دوروية» وكل ما علينا أن نفعله هو أن نستخدم 
C A)‏ للتعبير عن حلقيات الفتل (الموجودة بين هذه الحلقيات) كمجاميع مباشرة 
لحلقيات دوروية مراتبها قوى pole‏ أولية . 

الآن» سنثبت ضحة النص المتعلق بالوحدانية - أيضاء لا يوجد شىء جديد 
هنا. باستخدام مناقشة مألوفة نجد أن : 1 

1-2, ©.“ ® 2, = 2 ©---© Z 

MIT كلا منهما يساوي رتبة‎ OV tu = voly eM Sig Al هي حلقية الفتل‎ 

لتكن Dy DP‏ مجموعة من العناصر الأولية وغير المتشاركة زوجا زوجا 
بحيث مرتبة كل ,2 وكل 7 هي قوة لعنصر مام . نعيد ترقيم الحلقيات ,2 بحيث 
تكون مرتبة كل من ٠٠٠, Zi‏ ,2 هي قوة للعنصر p‏ ومرتبة كل من رز Zio ٠,‏ 
هي قوة للعنصر ep,‏ وهلم جرا. وبالمثل نعيد ترقيم الحلقيات Zi‏ هكذا 
fe es hs‏ وق Ziy neey‏ 

إذا قمنا بتجميع المجمعات الموجودة في التفريقين بهذه الطريقة فإننا نحصل على 
تفريقين أوليين ل7 . بالاستناد إلى )٠١-۸(‏ نجد أن 


ZO OZ, =Z 4, © © Z (9)‏ 
وهي مر TES‏ المصاحبة ل ,م حيث 1 > ۲> 0. (لقد وضعنا0 = رز = ). بما أن مرتبة 


كل مجمع هي قوة ل ,م فإننا نستطيع أن نرتب المجمعات في كل تفريق بحيث تقسم 


مرتبة كل مجمع مرتبة المجمع الذي يليه . عندئذ» بالاستناد إلى (0-A)‏ نجد أن عدد 
المجمعات في الطرف الأيسر ل(9) يساوي عددها في الطرف الأيمن» ونحد أنه إذا قابلنا 
الحلقيات بطريقة طبيعية» فإن مثاليات ترتيبها تكون متساوية . وهذا يعطي النتيجة 
المطلوبة . l‏ 

سننهي هذا الفصل بإثبات أن التفريق المعطى في O E-A)‏ «ذري» أي أنه لا 


)١15-/(‏ تعريف 

إذاكانت M‏ حلقية على WE R‏ نقول إن 6M‏ رقابلة للتفريق (indecomposable),‏ 
إذاكانت 40١‏ < 4( وكان لا يوجد تفريق مباشر غير تافه ل $M‏ أي أنه إذاكان 
M =M, OM,‏ مجموعا مباشرا حلقيتين جزئيتين M, 9M,‏ فإن (0) = JÍM,‏ 
.M, = {0}‏ 


)١5-(‏ مبرهنة 
كل حلقية على ۸ دوروية وغير تافهة » ومرتبتها قوة عنص رأولي» فإنها غير 
ALG‏ للتفريق . كذلك» كل حلقية على ۸ دوروية وغير تافهة» وعدية الفتل فإنها غير 

قابلة للتفريق . 
ي نشبت المبرهنة (T-A)‏ فإننا نحتاج إلى المأخوذة التالية التي GAS‏ ببنية 
الحلقيات الدوروية التي مرتبتها هي قوة عنصر أولي . 


(۱۷-۸) مأخوذة 
لتكن ج!! = 2 حلقية دوروية على 7ومرتبتها “م قوة عنص رأولي . عندئذ» OG‏ 
ا خلقيات ا جزئية في 7 تكون 
CA =Z‏ .خاي تحر - }0{ 
häi‏ حيث 802 = و2. 


\AY‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على خلقة تامة رئيسة 


البرههان 

بالاستناد إلى )١١-7(‏ فإن (“/۸), .Z=‏ في هذا Pll‏ إن أية حلقية 
جزئية في 2 تقابل (بالاستناد إلى ))١11-0(‏ حلقية جزئية في » محتوية على pR‏ إن 
حلقية من هذا النمط هي مثالي في R‏ وبالتالي فهي من الشكل r R‏ حيث “م|/؛ ON‏ 
“رد rR‏ )603 بالا ادال عة التحليل الوحيد» ١ = upt op‏ حيث 
0 ك 8 > 0و ٠‏ عنصر وحدة ونستطيع أن نختار ١‏ بشكل مناسب بحيث نجعل » تساوي 
1. إن هذا يثبت أن الحلقيات الجزئية في 2 هي الحلقيات Z‏ فقط . با أن مرتبة 2 هي 
pt?‏ بالضبط عندما © > SB‏ 0. فإن الحلقيات الجزئية الموجودة فى القائمة تكون 


إثبات المبرهنة (VA)‏ 

() لتكن 2 دوروية ومرتبتها“م قوة عنصر أولي حيث 0 A>‏ وافرض أن 
27 2-27 إذا کات كل yn‏ 7 و27 Pere eee‏ 
قائمة الحلقيات الجزئية فى Z‏ المعطاة أعلاه» يبين أن كلا من 7 و ”7 تحتوي 
le‏ الع ابقوية عير الميغرية Of AE‏ جاوما غير idt‏ 
Z’= {0}‏ أو }0{ = Z”‏ : 

(ii)‏ كل حلقية على ۸ دوروية وغير تافهة وعدية الفتل» فإنها تمائل R‏ لذلك فإنه 
يكفي أن نثبت أن م غير قابلة للتفريق . إذا كان RR = ۸, OR,‏ حيث كل R,‏ 
حلقية جزئية غير صفرية في eR‏ فإننا نختار R‏ € ,0# حيث 1,2 = ن ونجد أن 
RR,CR,‏ € و وراك rr, = rr € RR‏ ا أن ۸ لا تحتوي على قواسم 
للصفرء فإن r‏ ”عنصر غير تافه في liag R, AOR,‏ تناقض . إذن ۸ غير 
قابلة للتفريق . 


مبرهنات التفريق \AY‏ 


تمارين على الفصل الثامن 
إذا اعتبرنا Zo © Zog‏ ® 2 حلقية على 7 فقم بتفريقها إلى 
(i)‏ مركباتها الأولية» 
(ii)‏ مركباتها غير القابلة للتفريق . 
حاول أن تحل بعض الأمثلة المشابهة . 
أوجد الرتبة الحرة من الفتل ومتتالية من لامتغيرات الفتل لكل حلقية من 
الحلقيات التالية : 
(i)‏ ۷ فضاء متجه على حقل K‏ وبعده يساوي n‏ معتبرا V‏ حلقية على K‏ 
Cii)‏ نفس الفضاء ولكن نعتبره حلقية على [:]»! بواسطة 0 » حيث 0 معرف 

على أسامق :[ د 0 VS‏ کمایلی: 

av, =v,‏ لکل 1 Si Sn-‏ 1 و0 = ,نه 

. 2, حيث نعتبر ,7 حلقية على‎ 2, (iii) 
. 2 حيث نعتبر ,7 حلقية على‎ 7, (iv) 
حلقية فتل دوروية على حلقة تامة رئيسة . صف حلقيات الجزئية في‎ M لتكن‎ 
اة‎ JEM Iie Stale [este مق ران اهدده اعد مسه.‎ 
-M جزئية في‎ 
. لتثبت أن م غير قابلة للتفريق‎ (0-A) و‎ (YA) استخدم المبرهنتين‎ 
حلقيات على حلقة تامة رئيسة بحيث تكون مولدة نهائياء وتكون‎ N, M, 1 لتكن‎ 
اعقبر لامتغيرات الفعل لتثبت أنه إذا كان‎ op حلقيات فتل من النوع‎ 
N, M, L تكون فيها‎ NUL! مدد إلى‎ .1 = M فإن‎ 1 © N= MH ON 
التي تكون‎ TL ERTE ET حلقيات اختيارية مولدة نهائيا. (إرشاد:‎ 
CP حلقية فتل من النوع‎ ١۷ اختيارية بينما تكون‎ M فيها كل من 1 و‎ 
أثبت أنه إذا كان لدينا حلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة » فإن كل حلقية‎ 
. جزئية منها تكون مولدة نهائيا‎ 
مجموعا مباشرا لحلقيات جزئية دوروية غير تافهة‎ M =M, © ... OM, ليكن‎ 


Fale‏ ورد Pls‏ حيث م عنصر أولي و ,۸ > رك کین 


و 


=% 


~ #4 


:10 التفريق المباشر LALL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


M : pm = 0(‏ ع {m‏ = (م)لة. أثبت أن M(p)‏ حلقية جزئية فى M‏ وأنه 
وان اعقبازماققياء tetany goers‏ على اقل pi) Mp‏ 2 أن 
٠.١. © ۷;‏ © )11 = 11 تفريق آخر MS‏ حيث ;1 دوروية ومرتبتها هي p“‏ 
وحیث > ... > n‏ . أثبت أن + - 5 . استخدم التفريقات المباشرة ل 
M/M(p)‏ والاستقراء الرياضى لتثبت أن ۸= m =7, ..., n‏ . إن هذا يعطينا 
برهانا ثانيا (0-A)‏ لحلقيات الفتل من النوع م. مدد إلى ا حالة العامة . 

۸- لتكن 1 حلقية فتل مولدة نهائيا ولتكن متتالية العوامل اللامتغيرة لها هى 
es‏ باستخدام 33-:8) أو آية طريقة Miah gelde os ot‏ 
بمجموعة عدد عناصرها أقل من 5 
ضمن الإطار ا منطقي لهذا لكتاب OB‏ الفصل الثامن يستند إلى الفصل السابع » 

ولكن ا مجموعة التالية من التمارين تبين أن ا مبرهنات الرئيسة في الفصل السابع قابلة 

للاستنتاج من نتائج الفصل الثامن . 

8 بالاستناد إلى مبرهنة الانشطار (۷-۷)ء أثبت أن الفرض في (۸-۸) بأن M‏ 
حلقية فتل» هو فرض غير ضروري . 

. )5-/( من المبرهنة‎ )١-1/( باستخدام التمرين السابق استنتج المبرهنة‎ - ٠ 

*١‏ - لتكن N‏ حلقية حرة على ۸» ونفرض أن لها الرتبة المنتهية/. نفرض أن 
N)‏ ,... ,471 مجموعة جزئية من ١‏ بحيث تولد N‏ (لا نفرض أنها تولد N‏ 
بحرية). استخدم مبرهنة الانشطار (V-V)‏ لتثبت أن < 1. أثبت أنه توجد 
مصفوفة ) (x,‏ = × قابلة للانعكاس ومن النوع 1 ×1 بحيث 


X ji f; =0 (i=t+1, wees 1) 


IM- 


.NJ li fni. 58 n ( حيث‎ 


مبرهنات التفريق 1A0‏ 


استنتج أنه إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع + × 5 على R‏ فإنه توجد 
مصفوفة 7 ALU‏ للانعكاس ومن النوع ؛ ×۲ على R‏ بحيث AT = (BIO)‏ حيث 
أعمدة B‏ مستقلة خطيا . 
الآن» أثبت أن )٠١-1/(‏ تنتج من OV)‏ 
NOS - ١‏ حلقية حرة على R‏ ولتكن NY‏ ,... ,4# = ۸ مجموعة مولدة NJ‏ (لا 
نفرض أنها تولد 27 بحرية). لتكن (x,)‏ = × مصفوفة ALU‏ للانعكاس ومن 
النوع x!‏ على R‏ أثبت أنه إذا كان 


.)0-/( تنتج من‎ (VO-V) استنتج أن‎ NUS fni, ad ny So 


POY g) 


مبرهنات التفريق 
(مقاربة [اتعتمد على المصفوفات) 


فى هذا الفصل » سوف نثبت المبرهنات الأساسية (Y-A)‏ (/-0) و (y E-A)‏ مباشرة 
باستخدام الحلقيات نفسها وبدون الاعتماد على الحلقيات الحرة والمصفوفات. إن 
المعلومات الحسابية التى تعطيها هذه المقاربة (approach)‏ أقل من تلك المعطاة بالمقاربة 
السابقة» ولكن يمكن القول إن المقاربة الجديدة أروع من المقاربة السابقة . بما أننا لا 
نثبت أية نتائج جديدة في هذا الفصل » فإن القارئ المتطلع إلى التعرف على تطبيقات 
النظرية في الجزء الثالث» يستطيع أن يحذف هذا الفصل عندما يدرس المادة لأول 
مرة. سوف نحتاج إلى بعض النتائج من الفصلين السابع والثامنء ولكن القارئ 
يستطيع دراسة هذه النتائج بمعزل عن معظم المادة الموجودة في هذين الفصلين . 


١‏ - وجود التفريقات 
نبدأ بدراسة ا حالة التي يكون لدينا فيها حلقية فتل من النوع م مولدة نهائيا على 
حلقة تامة رئيسة R‏ (حيث «عنصر أولى في #)» ونبرهن أن هذه الحلقية مجموع 
مباشر OLA‏ جزئية دوروية. إن شرط القسمة الموجود في المبرهنة (Y-A)‏ شرط 
فائض هنا؛ لأنه يمكن ترتيب أية مجموعة من قوى عنصر أولي معطى م بحيث يقسم 
كل عنصر في المجموعة العنصر الذي يليه . ثم ندرس ال حالة التي يكون لدينا فيها حلقية 
عدية الفتل» ثم نستنتج ا حالة العامة من هاتين ا حالتين بقليل من الجهد . 


AY 


\AA‏ التفريق المباشر tad‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


)1-4( مأخوذة 

لیکن «عنصرا أوليا في ۸ وليكن ,×۸ © ... © M = Rx,‏ مجموعا مباشرا 
للحلقيات الدوروية ,×۸ التي مراتبها هي :© حيث ,0 > ... > 9 . لیکن m eM‏ 
وليكن 1 عددا صحيحا بحيث 0 OS YS‏ وافرض أن 0 - ير 7 اك . عندئذ»ء 


m= pn ع ۸ بحيث‎ M يوجد‎ 


البرههان 

om = Er xoi Le‏ حيث ۸ ع x; OB or,‏ يسم د ب 7 نكم =0 إذن 
حورب "م i LSI‏ وبالتالي aaas p™ |p TR‏ 
“م | "م . بالاستناد إلى مبرهنة التحليل الوحيد فإننا نجد أنه إذا حللنا ,/ إلى 
عناصر أولية» فإن عدد العوامل المتشاركة مع p‏ والظاهرة في التحليل» يجب أن لا 
يقل Yoe‏ وبالتالى فإن” | ”م . لیکن 75م = Bare or,‏ إن m= ps x)‏ كماهو 
PEN‏ 


(۲-۹) مأخوذة 
إذاكانت M‏ حلقية فتل من النوع م ومولدة نهائياء فإن M‏ مجموع مباشر حلقيات 


جزئية دوروية . 


البرهان 
بدلا من إعطاء برهان لهذه المأخوذة» فإنه من المناسب أن نبرهن صحة النص 
التالى الذي هو أقوى من المأخوذة : 
l‏ لتكن M‏ حلقية فتل من النوع م مولدة بالعناصر M,‏ .... ,7 حيث 20 es‏ مرتبة 
هي p™‏ و 0 > ... > ,0 . عندئذ» توجد Mpole‏ © ,7 ,... ,7 بحيث مرتبة 7 


.M = Rn, © ... @Rng 3 ك‎ a, «p? هي‎ 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) ۸۹ 


نستخدم الاستقراء الرياضي على D ٩;‏ الذي يسمى ارتفاع الجموعة المولدة . 


i=l 


3 
إذا كان 0 = ,»< » فإن (0) = tM‏ وبالتالى فإن النتيجة تافهة . 


i=] 


S 
وأن المبرهنة صحيحة للحلقيات التى لها‎ Da; > 0 إذن» يمكننا أن نفرض أن‎ 


i=l 


S 
مجموعة مولدة ارتفاعها أقل من ;»< . وي کننا أن نفرض أن 0 < ,» عن طريق‎ 


i=! 
حذف المجمعات التافهة . وبما أن المبرهنة صحيحة إذا كان 0 = 5 أو 1 = و فإنه يمكننا‎ 
8 
عندئذ» إن‎ . M*=F Rm أن نفرض أن 1 < . لیکن‎ 
i=2 
M = Rm, + M* (1) 


S$ 
. أقل من ;»ل‎ M* فإن ارتفاع المجموعة المعطاة المولدة ل‎ ca, < 0 أن‎ Le 


i=] 


إذن» بالاستناد إلى فرضية الاستقراء» فإنه يوجد ny, ..., N, © M*‏ يبحيث 


Rn, © ... © Rn,‏ = *11 ومرتبة#هي "م و ,0 > 8 . بالطبع c‏ من الممكن أن تكون 

بعض العناصر ,7 تساوي الصفر COV.‏ بالااستناد إلى (1) فإن {m,, ny. 2,١‏ تولد 
S‏ 

M‏ وإن ارتفاعها هو ,2/8 + 0 . إذا كان يوجد ا بحيث ,0 > B‏ فإن هذا أقل من 


i=2 


JL, » 20‏ فإن فرضية الاستقراء تعطينا النتيجة المطلوبة . 


i=l 
ق 1ء الاو إا ر‎ 8 I E EEN 
وبالتالی فإن مثالى الترتيب‎ » p™ (m +M *)=M* يحقق‎ m + M* eM/M* 


۱۹۰ التفريق المباشر RAL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


له هو rR‏ حيث "م r|‏ . با أن معنصر أولي» فإن مرتبة M*‏ + 7 هي 77 حيث 
0 7> 0. وهذا يعنى أن 

xm, ع‎ M* + px 1 (2) 

بو جه خاص. إن -pim, = m* € M*‏ الآنء إن p™m, = pm‏ =0. 
ما أن ,20 =a,‏ ,6 فمن باب أولى إن 0 - OW. pV‏ نطبق )١1-9(‏ على 
*11. )603 يوجد * 61 M‏ بحيث 77م = m*‏ . إذن» بوضع 7- n =m‏ نجد 
أن 0 = ”م. الآن» ندعى أن 

M=Rn OM (3)‏ 
عندئذ» إن هذا سيتمم البرهان؛ ذلك M* = Rn, © ... © ۸۸, OY‏ ومرتبة ,هي 
ph =p"‏ لكل 5 ,... ,2 = ا ومرتبة ,۸ تقسم pl‏ حيث ,» ك . (في الحقيقة؛ إن 
مرتبة an,‏ بالضبط ”م ) . col‏ إن Rn, + M*‏ تحتوي على n +77 =m,‏ وبالتالي» 
بالاستناد إلى (1) فإنها تساوي M‏ من ناحية أخرىء افرض أن yn, € Rn, A M*‏ 
حيث ۸ ye‏ عندئذء إن * EM‏ ۸ر + ym = yn‏ . إذنء بالاستناد إلى )2( فإن 
ply‏ . إذن 0 = cyn,‏ وبالتالي فإن(0) = OM*‏ ۸۸ . إن هذا يثبت (3) ويتم البرهان . 

الآنء سنناقش حالة الحلقيات عدية الفتل . 


(۳-۹) مأخوذة 
إذاكانت 1 حلقية عدية الفتل ومولدة نهائيا على eR‏ فإنها حرة وذات رتبة منتهية 8 


البرههان 

نفرض أن ,... ,471 تولد 14 . إذا كان 0 = ؟ فإن النتيجة واضحة. وبالتالي 
فزن وجا ابرع ىن > tng Val ot Vy‏ مج جر م iit‏ 
0S Cow 87 od Lies‏ عده ope STL pote‏ 8 فى LAL MBH‏ إلى 
١-3‏ ١)افإتدي‏ جد JOU‏ كاف امن اة عة E‏ حيث رتبة هي MAs‏ 
إن أية مجموعة مكونة من 1 + 5 عنضرا من 14 تكون من الشكل DI‏ ,8)6 ,... ,(,€)6) 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) 5 


TA- ES‏ بالاستناد إلى » FOU (Y-Y) ls‏ ا بع غير مستقلة خطياء 


stl 
وبالتالى فإنه يوجد ۸ € ,× بخيث 0 - بع :درج وبحيث بعض العناصر ,× مختلف‎ 


i=l 


stl 


عن الصفر . إذن 0= (©) Sx; e‏ » وبالتالي فإن كل مجموعة مكونة من SH]‏ 
i=l‏ 1 


عنصرا من pole‏ 14 تكون غير مستقلة خطيا . إذن» يمكننا أن نختار مجموعة مستقلة 
خطيا (,/ ,... .47 في ۷1 بحيث OS‏ أكبر ما يكن . لتكن AF‏ حلقية الجزئية (في 
(M‏ لوده cigs‏ الحاصر. بال كادي ده فة ۴ة OW‏ إن de poral‏ 
(71 م .... {Fi‏ غير مستقلة خطيا لكل oi‏ وبالتالي يكون لدينا علاقة 


/ 
Sri fj +m; =0 
ادر‎ 


حيث يختلف بعض المعاملات (فى هذه العلاقة) عن الصقر . بما أن {fi f,‏ مستقلة 
خطياء فإن ذلك يعنى #001 ٣‏ وأن 7 ع orm,‏ لیکن ” ... ue .r=r‏ إن ۶0 م 
ولاك ,ع لكل Fo i‏ ع :”لكل 14 me‏ إن التطبيق rm‏ > 77 هو تشاكل 
حلقيات داخلى ل 1 ويقرن M‏ بحلقية جزئية فى . علاوة على ذلك. با أن //عديمة 
الفتل» فإن نواة هذا التشاكل الداخلي هي (0) . إذن» M‏ متمائلة مع حلقية جزئية في 
oF‏ وبالاستناد إلى e (A-Y)‏ فإن هذه الحلقية الجزئية حرة . 

الآن» نحن جاهزون لنثبت e (Y-A) des‏ ومن المفيد للقارئ أن يعيد قراءة 
نصها. 


إثبات المبرهنة (Y-A)‏ 
لتكن 7 هى حلقية الفتل الجزئية فى ۷ . عندئذ » بالاستناد إلى )١-57(‏ )0-0( 
MIT Op‏ حلقية عدية الفعل مولدة نهائيا وبالتالى» بالاستناد إلى (۳-۹) فإنها حرة 
ووتعباععهية. ]03 abou‏ إلى Wats dole‏ التباعيات او )وة 
M=T®F (4)‏ 
حيث hile F‏ جزفية خرة ورتبتها منتهية . 


1۹۲ التفريق المباشر لخحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


الآن» نعتبر 7. إن TEMIF‏ وبالاستناد إلى COV)‏ فإنها مولدة نهائيا. نفرض 

أن × .... TUS Ap‏ كل ,× هو عنصر فتل e‏ وبالتالي فإنه يوجد 8 € ,0+7 بحيث 
.7,x, = 0‏ لمكن nr= r Nr‏ عندئذ» )#00 7. إن كل عنصر في 7 هو من الشكل 
RO > Esx,‏ ع ,3 . عندئذ» إن 0 = ,25,۲۸ = rsx)‏ وبالتالي -rT = {0} ob‏ إذا 
كان ” عنصر وحدةء فإن (0) T=‏ - وإذا لم يكن الأمر كذلك فإنه بالاستناد إلى 
مبرهنة التحليل الوحيد يكون 

ee eee 
عنصر وحدة وحيث,عناصر أولية غير متشاركة زوجا زوجا في . بالاستناد‎ U حيث‎ 
فإن‎ )٠١-( إلى‎ 

T-T O EE 
op )۲-۹( حلقية فتل من النوع م ومولدة نهائيا. إذن» بالاستناد إلى المأخوذة‎ T, حيث‎ 


Ta Tg eg Tig 
= Ltt Top 


T,=T,, +47, 


Qi; m” Ja 5 
وحيث‎ Pi حيث ,1 حلقية دوروية مرتبتها‎ 
a, $a, > ... SG, (5) 


من الممكن هناء أن تكون بعض الحلقيات T,‏ هي الصفر - من المناسب إضافة 
بعض الحلقيات الصفرية إلى المقدمة إذا كان ذلك ضرورياء وذلك للحصول على 
ليكن , ,1 © ... © ,7 = M,‏ مجموع الحلقيات الموجودة في العمود ذي الرقم 
ز. عندئذ. بالاستنادإلى (۱۳-۸)» M op‏ حلقية دوروية مرتبتها 
مم ... '*وم pp‏ = رك . إذن» بالاستناد إلى (5) نجد أن ,رك || يك | ,4 . 
بالإضافة إلى ذلك .T =M, © ... © Mol‏ الآنء إن الحلقية الجزئية الحرة ۴ هي 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) ay‏ 


مجموع مباشر M, © ... OM,‏ لحلقيات دوروية عدية الفتل؛ وغير تافهة» ومرتبة 
كل منها هى 0. إذن بالاستناد إلى (4) فإن: 
M=M,®...©M,‏ 
وهذا هو بالضبط التفريق المطلوب في (۲-۸) حيث 0 = ,4 = ... = رر . 
لاحظ أننا قد أثبتنا Lad‏ نص الوجود الموجود في OE-A)‏ وذلك AMOY‏ 
المجموع المباشر للحلقيات AIT‏ هي دوروية ومراتبها قوى عناصر Us)‏ وللحلقيات 
sM,‏ ,4 التي هي دوروية وعدهة pal‏ . 


Y‏ الوحدانية - خاصة اختصار للحلقيات المولدة نهائيا 

نود إثبات الخواص الأساسية للوحدانية» الموجودة في الفصل الثامن [(-0) 
والجزء الثانى من .])١5-/(‏ إن جوهر هذه الخواصء أنه فى كل واحد من غطى 
التفريق› السات وحيدة « تحت سقف التماثل». إن ال الي lige ace‏ 
تل الانتعراءالرواهى عال عد [لجمعات بالإضاقة إلى has Vad cle‏ 
DLL A‏ جوهريا إلى مسألة ol]‏ أنه B‏ يوجدتفريقنان مباشراڻ من 
النمط المعتبر» فإنه يوجد مجمع في التفريق الأول متماثل مع مجمع موجود في التفريق 
E‏ 


(4-9) مأخوذة 

لتكن ,1 لكل 1,2 = احلقية فتل مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة R‏ ولتكن 
T,‏ متمائلة مع 1. لتكن JIN,‏ 2 ,1 = ةحلقية على ۸ وافرض أن : 

T, ON, =T, ON, 

WN, =N, إن‎ ¢ tae 

بكلمات أخرى» إذا تحققت شروط فناسبة » فإننا نستطيع أن نختصر المجمعات 
ا متماثلة في التفريقات المباشرة . إن برهان هذه النتيجة يعتمد على بعض الحقائق البسيطة 
الخاصة با حلقيات الدوروية التي مرتبتها هي قوة لعنصر أولي. 


NE‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة ثامة رئيسة 


)0-4( مأخوذة 

لتكن 2 حلقية دوروية على ۸. لتكن مرتبة 2 قوة عنص ر أولي» وليك ن كل من 
ف و ۷ تشاكلا داخليا ZI‏ بحيث 1= ۷ +4. حيث 1 هو التشاكل الداخلى ا محايد ل 
.Z‏ عندئذ» إن 9 أو ply‏ ذاتى ZJ‏ 


البرهان 

لتكن مرتبة 2 هي “م. واضح أنه يمكننا أن نفرض أن }#0 2» وبالتالي فإن 
0 < » . عندئذ» بالاستناد إلى )١17,-/(‏ فإنه توجد فى 7 حلقية جزئية غير صفرية 
ووحيدة 2“ = ,2 وهي محتواة في كل حلقية جزئية غير صفرية من 2. إذن» إذا 
كانت كل من ۸۵۲۵ و kery‏ غير صفرية » فإن كلا منهما تحتوي على ,7؛ عندئذ» op‏ 
۷ +0 يقرن ,7 بالصفر . ولكن هذا مستحيل ؛ لأن 1= + 4 . إذن (0) = kerg‏ 
أو(40 = .kery‏ 

إذا كان }0{ = kerg‏ فإن img‏ حلقية جزئية من Z‏ متماثلة مع Z‏ نفسها. مرة 
أخرى» بالاستناد إلى )١۷-۸(‏ فإن حلقية جزئية من هذا النمط تكون على الشكل 
2 حيث 0 > 8 > 0. واضح أن مرتبة هذه ال حلقية الحزئية هي pP‏ وبالتالي بما أن 
الحلقيات الدوروية المتماثلة يكون لها نفس مثالى الترتيب» فإن“م - #“م. إذن 
.B=0‏ وبالتالی فإن 2 = 1٣۵‏ وإنم هو PE‏ ذاتى . 

Lee البسيطة حول التفريقات المباشرة.‎ GUL تحتاج إلى بعض‎ «Lal 

M=M OM, (6)‏ 
حلقية مكتوبة كمجموع مباشر خلقيتين جزئيتين sM,‏ ,1 . نذكر Ob‏ الإسقاطات ,7 
من 1 إلى M,‏ المصاحبة لهذا التفريق » معرفة T(m) = mål p‏ حيث m=m +m,‏ 
و M,‏ € ,«. بما أن هذه العبارات وحيدة» فإن ,7 حسن التعريف» ويستطيع القارئ 
بسهولة أن يرى أن 7 تشاكل داخلي MI‏ وأن نواة هذا التشاكل هي M‏ حيث أ ز. 
كذلك» يستطيع القارئ أن يتحقق بسهولة من : 
(i)‏ 2-1 + »ء حيث 1 هو التشاكل الداخلى المحايد MS‏ 
Gi)‏ إذا كان رع : فإن 0 = am‏ (حيث 0 هو التشاكل الداخلي ل/1 الذي يقرن كل 

عنصر بالصفر) . 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) \4o‏ 


.:= 1,2 لكل‎ a} =n, (ii) 


(5-9) مأخوذة 
إذاكانت LSM‏ في (6) وكانت N‏ حلقية جزئية من M‏ بحيث تحتوي على M,‏ 
.N = M, @ (N ^ M,) of‏ 


البرههان 
لیکن ۸ ٤‏ ۸. عندئذ» نستطيع أن نكتب +m,‏ ,12 = 2 حيث ,1 € ,71 وبا 
o.m, =n—m, € Nola. M, CNol‏ إن olls ne M,+(NOM,)‏ 
المجمعين محتويان في N‏ وبا أن تقاطعهما هو }0{ فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة . 
الآنء فسن عدون E‏ اة E‏ 


برهان المأخوذة (4-9) 

تلاحظ أولا أنه يكفى أن نعتبر الحالة التى تكون فيها كل من ,1 و Ty‏ حلقية دوروية 
مرتبتها قوة عنصر أولي . ذلك لأنه في الحالة العامة نستند إلى نص الوجود في OEA‏ 
لنجد أن : Zp‏ © ... © ,,2 = ,7 مجموع مباشر لحلقيات دوروية مرتبة كل منها قوة 
عنصر أولى . إذا كان يرمز إلى BE‏ من ,7 إلى 1» فإن : ,ر2 © ... © ,2 = ,7 حيث 
Zy=&Z,) 2‏ عندئذ» إن: 

Z, ®... © 27 ON, =Z,, ©... OZ, ON, 

وإذا كنا نعلم أنه يكن اختصار الحلقيات الدوروية المتماثلة التي مرتبتها قوة 

عنصر أولي فإننا عندئذ نستطيع أن نختصر الأزواج ,2 ورر2 على التوالي ونستنتج أن 


lj 


N, SN; 
نفرض أن‎ 605] 
Z,®N,=Z,ON, (7) 


حيث كل من 7 و 2 حلقية دوروية مرتبتها قوة عنصر أولي وهما متماثلتان» ونثبت أن 
,۸= ,۷ . واضح أنه يمكننا أن نفرض أن (0) 7 . لیکن ON, >Z ON,‏ ,2 :0 هو 


Van‏ التفريق المباشر حلقية مولدة نهاثيا على حلقة تامة رئيسة 


التماثل المصاحب ل(7) . عندئذ, إن Z, ON, = AZ, ®N,) = AZ) © AN)‏ وإن 
=Z, =Z,‏ (,6)2 و ON, EN,‏ إذن» يكفي أن نثبت أن ANEN‏ وإذا وضعنا Z‏ 
و ,× مكان AZ)‏ و AN)‏ فإنه يمكننا أن نفرض أن : 
Z,ON,=Z,ON,=M‏ 

ليكن 4 و ,اهما الإسقاطان» من SIM‏ ,2 و ١,‏ على الترتيب» المصاحبان 
للتفريق الأول؛ بالمثل» نعرف ري و ر« بالنسبة إلى التفريق الثاني . اعتبر التشاكل الداخلي 
Gy,‏ + ر > (ر« + O16‏ إنه يساوي G‏ لأن 1 = ر« + ي وبالتالي op‏ اقتصاره 
على ,2 هو التماثل الذاتي المحايد ل ,2. إذن» بالاستناد إلى )0-4( op‏ اقتصار ,£15 
أو Cy,‏ على ,2 يحدث WE‏ ذاتيا ل -Z‏ 


الحالة الأولى 
١ 2‏ تماثل ذاتي ل ,2 (إن هذا الترميز يعني اقتصار ر64 على ,2). ليكن 
=0,(Z))‏ 25 . ندعي أن 

M=Z5ON, (8)‏ 
الآن وفي المقام الأول» إن أي عنصر في 24 يكون على الشكل GE)‏ حيث © ,2 
Z,‏ إذا كان مثل هذا العنصر ينتمي أيضا إلى kerk,‏ = ,۷ فإن GG)‏ = 0. ولكن 
EG,‏ اٹل ذاتى «ZI‏ )003 = وبالشالى Wed! Oz) = Oop‏ يقبت أن 
i . Zi NN, ={0}‏ 

نود الآن إثبات أن 24 = +N)‏ 25 . نلاحظ أنه بما أن 14 = +N,‏ ,2» فإن أي 
M pas‏ © :7 يكون على الشكل ۸+ ,2 - 72 حيث EZ‏ ,5 و ٤ N‏ ,. الآنء إن 
,06 يقرن ,2 ب ,2 كلها؛ إذن G‏ يقرن ( 2)2 = 25 ب ,2 كلها. إذن يوجد 625 25 

يث (6)22 - | . إذن 0,(z5)‏ = ,5 -(00) ري . إذن 0= )2 -م) ري 

وله = n - 4 Eker,‏ . إذن m ٤2; + N,‏ كماهو مطلوب . وبذلك نكون قد أثبتنا 
(8). الآنء إن ر2 = cimg,‏ و2 وبالتالى فإننا بالاستنادإلى(1-94)نجد 
أن(,/2 ۸ 2) © 24 = ر2 . ولكن بالاستناد إلى OTA‏ فإن Z‏ غير قابلة للتفريق ؛ 
با أن 0 ± م2 ZAN = OF OB.‏ 24 = 2 و =Z,ON,‏ 1 وذلك من (8). إذن 


۶1 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) 14۹۷ 
MIZ, =N, © 2/2, = N,‏ وذلك بالاستناد إلى .)١١-5(‏ با أن WM =Z,ON,‏ 
بالمثل» نحصل MIZ, = Ny de‏ إذنء في هذه N ZN, Ub‏ 
الحالة الثانية 
&ivəlz,‏ هو تماثل ذاتي. في هذه الحالة» افرض أن(,2) يدا = Zy‏ . عندئذ» 
نستخدم V,‏ بدلا من ري في حجة مشابهة للحجة المستخدمة أعلاه لنجد أن 


M - 27 © (1| (9) 

في الوضع الحالي» إن EN‏ وبالاستناد إلى (1-9) فإن 
N,=ZYON; (10)‏ 

حيث .N, = NON,‏ إذن 
(11) ولا © 27 © =Z,‏ رلا © ي7 - M‏ 


الآن» ينتج من (9) أن 01/22 = N,‏ . وينتج من (11) Z, © NN‏ = 11/21 . 
ولكن (9) تعطي M/N = Z‏ = 22 ومن الفرض ر7 = ,2. إذن» بالاستناد إلى (10) 
نحد M = ZY © N3 = Mol‏ © ر7 . إن النتيجة النهائية لهذه السلسلة من التماثلات 
هي N, =N,‏ وهذا ما أردنا إثباته . وبالتالي OB‏ هذا ينهي البرهان. 


ملاحظة 

نود أن نشير هنا إلى أن الحجة المستخدمة أعلاه تعتبر أساسالمبرهنات كثيرة حول 
وحدانية التفريقات المباشرة في موضوعات أخرى . في خاتمة هذا الفصل + وفي التمرين 
الأول سرف تعطي يقالا يوضي pli] Gans V(E-9) oT‏ تم eo pl‏ الخلقيات 
r‏ 


i 


إثبات مبرهنات الوحدانية 
إن هذه المبرهنات هي (0-A)‏ والجزء المتعلق بالوحدانية في OEA)‏ 
أولاء نعالج C-A)‏ ليكن 


1۹۸ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


M=M,®-.-®M,=M{®--®M; 

حيث M,‏ و Mj‏ حلقيات دوروية غير تافهة yl‏ ,4 و 4 على الترتيب و 
و4 dy | da ٠٠٠١|‏ و ,4 | |٠٠٠١‏ 45 | /4 . نستخدم الاستقراء الرياضي على -S‏ واضح 
أن 0 = 5 حالة تافهة » وبالتالي فإننا نفرض أن0 < 5. ire‏ أيضا 0 < 4. ليكن + » 
1 هو أول عدد صحيح i‏ بحيث 0 = ,4» وبالمثل نعرف v‏ بالنسبة إلى التفريق الثاني . 
عندئذ» بالاستناد إلى حجة (Y-A)‏ فإن: 

©6٠٠١ © (12)‏ )11 = يلق © 6٠٠١‏ ,1 - :1 
هى حلقية الفتل الحزئية فى OM 03) .M‏ ... © ,1 = 1/7 حرة ورتبتها هى 
MITO pb, Ka‏ حرة ورثبتها هى 8-10 . إذن» بالاستناد إلى (Y-Y)‏ فإن 1 

)13( ودورت يوب 
الآنء إذا كان ء > فإنتابالاستناد إلى الإستقراءة نجد أن« هاو 
dy ~ ٠٠٠, dy ~ di‏ . عندئذ» ينتج من (13) أن = ء. ey‏ أن جميع العناصر 
ee:‏ بق d,‏ صفرية فإن هذا يتم البرهان في هذه ا حالة . 


+199 

إذن» يمكننا أن نفرض أن د = tu‏ عندئذ» ينتج من(13) أن = AM gv‏ 
حلقية فتل . الآن» با أن d‏ (أي» (M 45 yo‏ تقسم d,‏ فإن Sd, M; =O}‏ - ققزة . 

i=l 
إذن» إن‎ . 4, ~ d OB بالمثل 4 | ,4 وبالتالي‎ . d; | dp إذن(0) = 4,۷ وينتج أن‎ 
وبالتالي» بالاستناد إلى‎ M; يساوي مثالي الترتيب 4/8 ل‎ M, مثالي الترتيب 4۸ ل‎ 
: إذن» ينتج من (5-9) أن‎ . My = Mz op »)١1-57( 
M,®---®M,_, =M/@--®M/_, 

بما أننا نستطيع هنا أن نبدل التماثل بالمساواة بالطريقة المعتادة» فإن فرض الاستقراء 
يخبرنا أن 1 -, - 1 -8» أي = dy ~ dj, dya ~ ily cs‏ . با أن d; ~d;‏ 
فإن هذا يثبت المبرهنة . 

الآن» يكن إثبات الجزء المتعلق بالوحدانية في (O E-A)‏ عن طريق استخدام 
نفس الحجة المستخدمة في إثباته في الفصل السابق . 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) 155 


تمارين على الفصل التاسع 
١‏ - لتكن ۷1 مجموعة المتتاليات غير المنتهية (Zp Zp)‏ حيث 2 € ,2 . M Sof‏ 
حلقية على 7 كما يلي : 
(21s Z2» +++) + (zf, 235) = (zy + zí, z2 +)‏ 
Rito) C2 ey od)‏ 
أثبت أن 11 © (40 ZOM=M=‏ واستنتج أن )٤-۹(‏ غير متحققة في حالة 
عدم وضع قيود على الحلقيات ,7. (إن 1 هي المجموع الخارجي المباشر د2 مع 
نفسها عددا لانهائيا قابلا (countable) LU‏ من المرات) . وبرغم ذلك» أثبت 
أن (5-4) متحققة للحلقيات الاختيارية المولدة نهائيا,7 (على حلقة تامة رئيسة) . 
¥= لتكن M‏ حلقية فتل من النوع مولدة نهائيا (على حلقة تامة رئيسة ۸ كالمعتاد) . 
افرض أن (40 = PM‏ وأن ٤ M‏ × بحيث مرتبة × هی “۶ بالضبط . أثبت أنه 
توجد حلقية جزئية بحي ث +© !1 - 02/1 © 
(إرشاد : لتكن LSM = Rx, © ... ORx‏ فى (Y-A)‏ حيث مرتبة p“ AX‏ 
و ...> به > . أثبت أن به - به . أكتب × = مدحيث ۸ > ely‏ 
أن [1] = Hr, p)‏ ما¡ بحيث 4 = ,4 . خذ N=) Rx;‏ 
jżi‏ 
۳**- أجب عن التمرين الثاني المعطى أعلاه بدون استخدام (۲-۸). (أولاء عالج 
الحالة التي تكون فيها M‏ مولدة بواسطة × وعنصر آخرء ثم استخدم الاستقراء 
الرياضي على ote‏ العناصر المولدة) استنتج المأخوذة (۲-۹). 


الجزء الثالث 


تطبيقات على الزمر والمصفونات 
© الزمر الإبدالية المولدة Gle‏ 
التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية 
© حساب الأشكال القانونية 


psy gai 


pa jl‏ ال بدالية gal gall‏ نهائيا 


Z -الحلقيات على‎ ١ 
في البند الأول من الفصل الخامس» كنا قد وصفنا الكيفية التي يمكن عن طريقها جعل‎ 
فإن‎ ca > إذا کان 2 © « > 0 و4‎ . L زمرة إبدالية اختيارية 4 تتمتع ببنية حلقية على‎ 
: فعل 7 یعرف كما يلى‎ 
0a = 0 
na = (a + ... + a) 
(-n)a = - (a + ... + a) 
: حيث عدد الحدود 4 في الطرف الأيمن هو 7. إن هذا يطرح السؤال العكسي التالي‎ 
LAL على 7 زمرة إبدالية مجهزة بفعل 2 المعرف أعلاه؟ إن‎ M هل كل حلقية‎ 
الحلقية تبين بسرعة أن الجواب هو نعم . بالاستناد إلى الملاحظة الثالثة في البند الأول‎ 
OLS علاوة على ذلك إذا‎ me M من الفصل الخامسء فإن 0 = 07# لكل‎ 
نجد أن‎ )٤( ع ۸ > 0 فبالاستناد إلى شروط الحلقية (۲) و‎ 7 
mm=(1+...+1)m=m+...+¢m 
فى الطرف الاين هو ۸. كذلك» بالاستناد إلى الملاحظة الثالثة‎ m حيث عدد الحدود‎ 
أن:‎ ad أعلده‎ tence 


(—n)m = - (nm) = -(m + ... + m) 


yey 


€ تطبيقات على الزمر والمضفوفات 


حيث عدد الحدود :7 في الطرف الأيمن هو . إن هذا بالضبط هو فعل 7 المعرف في 
بداية الفقرة. إذنء فالحلقيات على 2 ليست سوى الزمر الإبدالية - قوارير قديمة 
بعلامات جديدة . 

لتكن 8 زمرة جزئية من زمرة إبدالية 4. إذا اعتبرنا 4 حلقية على 7 فإن 8 
حلقية جزئية من cA‏ وذلك كما رأينا في البند الثاني من الفصل الخامس . وبالعكس» 
إذا كانت 4 حلقية على 7ء فإن كل حلقية جزئية من 4 زمرة جزئية من الزمرة الإبدالية 
التي نحصل عليها من A‏ بواسطة إهمال فعل 7 . 

إذا كانت × مجموعة جزئية من الزمرة الإبدالية CA‏ فإن الزمرة الجزئية المولدة 
بواسطة X‏ هي مجموعة العناصر التي من الشكل En, x,‏ حيث ,ل © ,۸و ox, EX‏ وهذه 
العناصر تؤلف بالضبط ×7 حيث UX‏ حلقية جزئية من A‏ مولدة بواسطة ×. إذنء إن 
أية زمرة إبدالية مولدة نهائيا هي بالضبط حلقية مولدة نهائيا على 7. 

في جدول التحويل التالي» نلخص هذه الحقائق البسيطة وما شابههاء ونبين 
المصطلحات المستخدمة لوصف موقف معين من منظورين مختلفين : 


حلقية (جزئية) مولدة نهائيا زمرة (جزئية)مولدة نهائيا 


حلقية (جزئية) دوروية زمرة (جزئية) دوروية 


.- . 7 -- [hs . 
oii كع كا‎ 


عنصر مثالي ترتيبه (0) 


wer 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا 1۰0 


بالنسبة للقارئ الذي لم يسبق له دراسة الزمر الإبدالية الحرة» فإنه يستطيع أن 
ينظر إلى السطر الأخير في الجدول كتعريف . 


Y‏ تصنيف الزمر الإبدالية المولدة نهائيا 

إن مبرهنات التفريق الموجودة فى الجزء الثانى» تجعلنا قادرين على إعطاء تصنيف 
ثام لامر الإبدالية امولدة نهائيا . gs‏ بهذا التصتيف أنه من الممكن OBIT‏ كل زمرة 
من هذا النمط بمجموعة من اللامتغيرات التي تعين تلك الزمرة بشكل وحيد ( تحت 
سقف التماثل طبعا)» وأنه من الممكن أن نكتب قائمة كاملة تحتوي على المجموعات 
الممكنة للامتغيرات . عندئذ» إن هذه القائمة هي في الحقيقة قائمة تحتوي على جميع 
الزمر الإبدالية المولدة نهائيا تحت سقف التماثل - إن كل زمرة إبدالية مولدة نهائياء 
تقابل في القائمة مجموعة لامتغيرات والعكس صحيح . وتتماثل زمرتان إذا وفقط 
إذا كان لهما نفس مجموعة اللامتغيرات . علاوة على ذلك» يستطيع القارئ عادة أن 
يحسب لامتغيرات زمرة معطاة بشكل مباشر - فعلى سبيل المثال» إذا كانت زمرة 
إبدالية مولدة نهائيا معطاة بواسطة المولدات والعلاقات. فإنه توجد طريقة US‏ من 
تعيين لامتغيرات الزمرة بعدد منته من الخطوات . وبالنسبة إلى الزمر الإبدالية المنتهية 
فإن التصنيف سوف يعين لنا عدد الزمر غير متماثلة ومن رتبة معطاة . 

الآن» نخصص مبرهنات التفريق (0-A) (Y-A)‏ و(15-48) إلى حالة 
الحلقيات المولدة نهائيا على 7 آخذين في الاعتبار أن 7 حلقة تامة رئيسة؛ ونترجم 
النتائج إلى لغة الزمر . 


(1-1) مبرهنة 

لتكن #4 زمرة إبدالية مولدة نهائيا . عندئذ» يوجد GAS‏ مباشر 
,ببق © ... © ريك © A=A ®... ®A,‏ 
(À)‏ ,4 زمرة دوروية منتهية غير تافهة رتبتها ,۸ لكل i= 1,2, .... r‏ 
gee A, (ii)‏ لكل rt, ony HE‏ - : 


ny | np |---|, (iii) 


Yer‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


إن 4تعين بشكل وحيد الأعداد الصحيحة Stn, ١,‏ تظهر في تفريق من 
هذا النمط . 


ملاحظات 

. المثاليات المعينة بشكل وحيد هى 1,1 ,... ,۸ فقط‎ OB »)0-( بالاستناد إلى‎ - ١ 
A وفق التعريف» هو المولد الموجب لثالي ترتيب‎ (A مرتبة‎ sl n, ولكن‎ 
. موجبة وأخرى سالبة فى حلقة تامة رئيسة عامة‎ 

Y‏ - إن العدد#هو الرتبة الحرة من الفتل M Oly AS‏ ,... ,۸ هي متتالية من لامتغيرات 
الحديث عن «متتالية لامتغيرات الفتل MAS‏ 


)5-1١١(‏ نتيجة 
إن زمرتين إبدالينين مولدتين نهائيا متماثلتان إذا وفقط إذا كان لهما نفس الرتبة 
ا حرة من الفتل ونفس متتالية لامتغيرات الفتل . إذا كان 1و poder‏ صحيحين غير 
سالبين وكانت m | ٠٠٠ | ١,‏ متتالية م نأعداد صحيحة أكبر من 1» فإنه توجد زمرة إبدالية 
مولدة نهائيا بحيث تكون رتبتها ا حرة من الفتل هي 1 ولامتغيرات فتلها هي Apen A‏ 


البرهان 

لقد سبق وأثبتنا معظم المطلوب . من أجل إنشاء زمرة ذات رتبة حرة من الفتل 
معطاة» وذات لامتغيرات فتل معطاة» نقوم ببساطة بتكوين مجموع مباشر خارجي 
من زمر دوروية غيرمنتهية عددها ؛ ومن زمر دوروية رتبها هي Mysore A,‏ 

إن هذا ينجز التصنيف المذكور ؛ نقرن كل زمرة إبدالية مولدة نهائيا برتبتها الحرة 
من الفتل وبمتتالية لامتغيرات الفتل الخاصة بها. ويمكن الحصول على تصنيف آخر 
عن طريق المبرهنة )١5-/(‏ كما يلي : 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا rey‏ 


)"-1١(‏ مبرهنة 

لتكن 4 زمرة إبدالية مولدة نهائيا . عندئذ» يوجد ل ۸ تفريق مباشر : 

8 © ...® ي8 ©,8© ...® 4-8 

i=l, .... 8 قوة عدد أولى لكل‎ pi زمرة دوروية غير تافهة رتبتها‎ 8, (i) 
1= 5+1 3+1 زمرة دوروية غير منتهية لكل‎ 8, (ii) 

في أي تفريق من هذا النمط » يكون العدد الصحيح ۲ معينا بشكل وحيد والرتب 
pit‏ معيتة تحت سقف إغادة eed pl‏ 

لاحظ أننا لم نفرض أن جميع الأعداد الأولية ,م مختلفة وأن ۲ هي الرتبة الحرة 
من الفتل AS‏ 


(tie)‏ تعريف 
تسمى قوى الأعداد الأولية الموجودة فى )"-١١(‏ اللامتغيرات الأولية 
(primary invariants)‏ ل .A‏ 


)+ 0—1( نتيجة 

إن زمرتين إبداليتين مولدتين نهائيا متماثلتان )13 6 وفقط إذا كان لهما نفس الرتبة 
ا حرة من الفتل ونفس اللامتغيرات الأولية . توجد زمرة إبدالية مولدة نهائيا بحيث 
تكون رتبتها ا حرة من الفتل عددا صحيحا غير سالب معطى ١‏ وبحيث تكون لامتغيراتها 
الأولية مجموعة معطاة منتهية مكونة من قوى أعداد أولية أكبر من | . 


۳ - الزمر الإبدالية المنتتهية 
إلى زمرة دوروية رتبتها 1 < ۸ ؛ كذلك نستخدم Cp‏ لترمز إلى زمرة دوروية غير منتهية 
(وذلك لأننا إذا اعتبرناها حلقية على 7 ob‏ مثالى الترتيب لها يولد بواسطة 0 ). 


4 تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


إذا كانت ۸ زمرة منتهية» فإن | 4 | يرمز إلى رتبة 4؛ أي يرمز إلى عدد العناصر 
في 4.. وإذا كانت 4 دوروية» فإن هذا ينطبق مع مرتبة 4 بالمعنى السابق . 

لاحظ أنه إذا كانت ۸ و 8 زمرتين إبداليتين منتهيتين» فإن |8 |.| 4 |=| 8 @ 4 |ء 
وذلك لأنه يكن مطابقة عناصر 8 © 4 مع الأزواج المرتبة (a, b)‏ حيث 4 € a‏ 
و8 ع 5 . إذنء إذا كان 1 < م و20 ,۸ فإن: 


Cn ©- ® Cp, 53 EN 

إذنء لكل زمرة إبدالية رتبتها 1 < « توجد متتالية n |72| |n,‏ بحيث 

0 < م 1 < nin‏ = ,7 ,... ,,# وبحيث تكون هذه المتتالية لامتغيرات الفتل لتلك 
الزمرة» وإذا كتبنا قائمة بالمتتاليات من هذا النمط» فإننا نحصل على قائمة تضم جميع 
الزمر الإبدالية التي رتبتها ۸ (تحت سقف التمائل) . 


مال 
توجد زمرتان إيداليتان رتبة كل منهما Lass e12‏ .© و,) © C,‏ حيث 
لامتغيرات الفتل للأولى 12 وللثانية 6 ,2 . وبالاستناد إلى OB O V-A)‏ 
C=, 8c,‏ 


COC û OC,OC, 
اللامتغيرات الأولية لهاتين الزمرتين هى }27.3{ و }3 ,2 ,2) على‎ Ob وبالتالى‎ 

الثرتيب. 1 
فى الحقيقة » عادة يكون الأمر أسهل إذا بدأنا بتعيين اللامتغيرات الأولية الممكنة 


لزمرة إبذالية ot > 1 ged‏ إذا كانت 4 زمرة من هذا التمط.فإن 


A=A, Bin: O4, 
هي‎  ..., 7, حيث كل ,4 زمرة دوروية غير تافهة رتبتها قوة عدد أولي . إذا كانت‎ 


الأعداد الأولية (الموجبة) المختلفة المستعملة وإذا أعدنا ترقيم المجمعات لتصبح A‏ 
حيث رتبة ۸هي 27 و ... ك ,0 ك ,20 فإن المجموع ,8 المكون من المجمعات التي 


رتبها قوى للعدد ,م يحقق p‏ =| ;8 | حيث aj‏ = @ وإن 
J‏ 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا TOR‏ 
A=B © ... OB,‏ 
إذن» إن “مم ... م =| 4 Oly n=]‏ هذا يجب أن يكون التحليل الوحيد 
للعدد إلى أعداد أولية موجبة. إذن» نحصل على اللامتغيرات الأولية الممكنة لزمرة 
إبدالية رتبتها n‏ عن طريق تعيين المتتاليات المختلفة ... > a, Sa,‏ لكل i‏ بحيث 
G+ A, +. = A;‏ 
حبك Sia,‏ من أو يساوي 1» ثم تركيبها بجميع الطرق الممكنة . إن المثال 
العددي التالي يوضح ذلك . 


مثال محلول 

أوجد جميع الزمر الإبدالية التي رتبتها 360 ( تحت سقف التماثل) معطيا 
اللامتغيرات الأولية ولامتغيرات الفتل لكل منها. 

A نلاحظ أن التحليل الأولي للعدد 360 هو 5 .3 .2. إذا كانت‎ Vel 


PUI EE EE ENE ESE EEE 
إذن‎ e 360 = 2“ 358: 527: فإن‎ nars ود قياف وه‎ 5M, 5 
@ Gt تقس‎ 
Bi + B,+..=2 
Yep! 
وأن 1 < ,8 ,نه . عندئذٌ»‎ cell 4۴ 60, 206 علاوة على ذلك 6 8 9 آنه‎ 


إن الإمكانيات هى 

Al, 1, 19) {1,2} 043} = fa, ...} BE الس‎ 

Al, IF OSB, ~} 235 yl 

= fH. 51 ای‎ 

وبتركيب هذه الإمكانيات بجميع الطرق الممكنة نجد أن هناك )3.2.1 =( 6 
زمر غير متماثلة زوجا زوجا يمكن لكل منها أن تكون 4.. تحتوي القائمة التالية على 
هذه الزمر مع لامتغيراتها الأولية : 


ys‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


A,=C,®C,®C,; (21, 32, 5}‏ 
103 ,© © ب © ,ب © ب ديه 
}5 ,3% ,22 ,2{ :© © ,© © ,© © © دبا 
}5 ,3 ,3 ,22 ,2{ ,© © ب © ب © ب © ,© ديم 
A,=C,®C,®C,@C,@C,; {2, 2,2, 3%, 5}‏ 


A,=C,®C,®C,@C,®C,@C,;  {2,2,2,3,3,5} 

في الحقيقة» إن هذا ترميز مختصر» ويعني أن كل ,4 هي مجموع مباشر لزمر 
جزئية متماثلة مع الزمر المكتوبة,© . 

وللحصول على تفريق يعطينا لامتغيرات الفتل» فإننا نختار من كل مركبة أولية 
مجمعا رتبته أكبر ما ييكن» ثم نقوم بتركيب هذه المجمعات لنحصل على المجمع ذي 
الرتبة الكبرى في تفريق لامتغيرات الفتل ؛ بعد ذلك نختار من كل مركبة أولية مجمعا 
بحيث تلي رتبته الرتبة السابقة المختارة من حيث الكبر (إذا كان يوجد مجمع من هذا 
Chel‏ ثم نقوم بتركيب هذه المجمعات» وهلم جرا. 

بالاستناد إلى (OYA)‏ وبشكل مشابه ل(١١-١)‏ فإننا نحصل بهذه الطريقة 


: على التفريقات التالية حيث لامتغيرات الفتل كما هو معطى‎ 
A, =C,®C, © C,= Cg ; 360 
A,=C,®(C,®C,®C,)=C,®Ci ; 3, 120 
A,=C,®(C,®C,®C)=C, OC, ; 2, 180 
A,=(C,®C) ®(C,®C, OC) - © Cy ; 6, 60 
A,=C,®C,®(C,®C,®C,)=C,®C,®C,, 2,2, 90 


A, = C, ®(C,®C,) © (C, OC, OC) = C, © ©, © Cy ;2,6,30 


4 - المولدات والعلاقات 
إذا أخبرنا ببساطة أن 4 زمرة إبدالية مولدة بواسطة oba, ..., 4, © A | pare k‏ 
معلوماتنا عن 4 تكون قليلة جدا - بالتأكيد» إن هذه المعلومات لا تكفى لتعيين 4 تحت 
سقف التماثل . فعلى سبيل SLM‏ إذا كان 1 = ek‏ فإننا نعلم فقط أن 4 دوروية - 
يكن ل4 أن تكون ذات رتبة لانهائية» أو أن تكون رتبتها أي عدد منته . 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا YAA‏ 


ما المعلومات الإضافية التي نحتاج إليها حتى نستطيع أن نصف تماما زمرة إبدالية 
مولدة بعناصر معطاة Fa, ..., a,‏ الآن» إن المعلومات المتوافرة لدينا تخبرنا أنه يكن 
التعبير عن أي عنصر في 41 بالشكل Ena,‏ حیث 7 one‏ ولكنها لا تخبرنا متى BE‏ 
عبارتان مختلفتان من هذا الشكل نفس العنصر A‏ أو» بوجه خاص» متى تمثل 
عبارة معطاة العنصر 0 . بالطبع › إن عبارتين Ena,‏ و En} a;‏ تمثلان نفس العنصر في 
4 إذا وفقط إذا كان الفرق Efn; - nija;‏ يمثل العنصر 0. 

إذن» نحتاج إلى معرفة العبارات ,27,4 التي تمثل العنصر0ء أو بكلمات أخرى» 
نحتاج إلى معرفة «العلاقات» المتحققة بين المولدات . إذا كتبنا قائمة تامة بجميع 
العلاقات ؛ أي قائمة بالعبارات التي تمثل الصفرء فإننا نستطيع أن نعين ۸ تماما - من 
الممكن أن ننظر إلى كل pate‏ في 4 على أنه «فصل من العبارات»» وتنتمي عبارتان 
إلى نفس الفصل (أو تمثل عبارتان نفس العنصر في (A‏ إذا وفقط إذا كان الفرق بينهما 
عبارة من عبارات القائمة التي تمثل العنصر 0. عندئذ» نستطيع أن ga‏ الفصول عن 
طريق جمع مثلاتها . 

على سبيل المثال» إن 

< لکل C,=<a:6na=0 «nef‏ 
(نقرأ الطرف الأيمن كما يلي : الزمرة الإبدالية المولدة ب» والمحققة للعلاقات 
.(6na = 0‏ فى الحقيقة» إذا كان » يولد ,© فإن العبارة ma‏ تمثل الصفر إذا وفقط إذا 
كان |6 . Jb‏ إن 
< لكل C,®C,=<a,b:2ma + Snb=0.m,ne ZL‏ 

في الحقيقة » إذا كانت زمرة إبدالية مجموعا مباشرا لزمرة جزئية دوروية رتبتها 
costal 2‏ وؤمرة جوفية دوروية وقيعها 5 رة Of bg‏ العبارة ka + lb‏ قثل 
العنصر 0 إذا وفقط إذا كان »|2 و /|5. 

فى هذين المثالين»: لاحظ أنه يمكننا أن نختصر الوصف وذلك Ob‏ نكتب 

C, OC, = <a, b: 2a = 5b = 0> و‎ ©), = <a: 64 = 0> 1 

في الحقيقة. إذا كان 0 = 6a‏ فإن 0 = Gna‏ لكل عدد صحيح en‏ وإذا كان 
0 = ط5 = 2a‏ فإن 0 = Ima + Snb‏ لجميع الأعداد الصحيحة m‏ و . في حالة من 


VYY‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


هذا النمط » فإنه يجب أن نأخذ العبارات التي تمثل الصفر على أنها التركيبات الخطية 
من العبارات المعطاة فقط (التي تمثل الصفر بالضرورة) . 

يوجد عائقان أمام هذه المقاربة . أولاء ما هذه «العبارات»؟ يبدو أن هذه العبارات 
يجب أن تكون عناصر في 4.. ولكنها ليست كذلك؛ لأنه من المفروض أن تستطيع 
عبارتان مختلفتان «تمثيل» نفس العنصر . ثانياء ماذا يحدث عندما نحاول إنشاء زمرة 
مولدة بمجموعة معطاة من العناصر تحقق علاقات معطاة. بدلا من تعيين علاقات زمرة 
معروفة؟ فمثلاء ما معنى <0 = 4-78 = ط3 + 24 :5 <a,‏ = 8؟ إذا حاولنا أن Jet‏ 
هذه الزمرة على أنها مؤلفة من «فصول عبارات» na + mb‏ وأن عبارتين تنتميان إلى 
نفس الفصل إذا وفقط إذا كان الفرق بينهما تر كيبا خطيا من ط3 + 2a‏ و ط7 - WE <a‏ 
سنواجه مسألة إثبات أن جمع الفصول عن طريق جمع مثلاتها جمع حسن التعريف . 

لحسن الحظ» توجد مقاربة مقنعة ورائعة للمسألة كلها . واضعين نصب أعيننا 
تصورنا للزمرة B‏ المعطاة أعلاه» فإننا نفرض أن ۴ زمرة إبدالية حرة أساسها ey}‏ 
عندئذ» يوجد تشاكل FOB ple‏ : ع بحيث ه جه تند وم ج .y‏ إن -» = 35 + 2a‏ 
7h = 0‏ تعني أن العناصر 3y‏ + :28 و x - 7y‏ تنتمي إلى kere‏ كذلك إن الفكرة التي 
تفيد ob‏ العبارات الوحيدة التي من المفروض أن pte‏ الصفر هي العبارات na + mb‏ 
التي يمكن كتابتها كتركيبات خطية من 30 + 24 و ca - Th‏ تعني بلغة دقيقة أن kere‏ 
تتألف بالضبط من التركيبات الخطية المكونة من 3y‏ + ×2 و ox -Ty‏ بكلمات أخرى إن 
هذه العناصر تولد ٠۲٤‏ . إن هذا يضع الأمور على أساس مضبوط ويبين لنا كيف 
نعرف» بطريقة مضبوطة » ما معنى تمثيل زمرة إبدالية بواسطة مولدات وعلاقات. 


(I-49)‏ تعريف 

لتكن 4 زمرة إبدالية مولدة بواسطة 5 عنصرا a,‏ .... ,© وافرض أن 
(EE 1. .... D‏ (ي”.... (Nyy‏ هي lodet‏ من النوع 5 بحيث تكون ا مركبات أعدادا 
صحيحة . نقول إن 4 لها التمثيل (representation)‏ : 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا YAY‏ 


3 
<a. ag: yji ûj =0, الى مادام‎ 
jE 


أو نقول إن 4 مولدة بواسطة 9a, .... a, (generated by)‏ 544 العلاقات ا معرّفة 


S 
: التالي‎ 344 13) $ riaj =0 (7=1,..., t) (defining relations) 
j=l 


كلما كانت #زمرة إبدالية جرة رثيتها 8 .وكان pi f‏ ) أساسا لهاء وكان 


ع هو التشاكل الغامر الوحيد F > A‏ بحيث ,© = 6)f(‏ لكل ؟ .... ,1 = kerg ól «i‏ 


S 
.1 عددها‎ MS ry fj ) = 1. .... t) مولدة بالعناصر‎ 
jl 


ملاحظات 
= في الحقيقة » لكي يتحقق الشرط المذكور أعلاه» فإنه يكفي أن يتحقق لأساس 


واحد لثمرة إبذالية حرة واحذة: لزؤية ذلك نفرض أن 1,2 no‏ آساس FS‏ 
eal,‏ هو التشاكل الغامر الذي يرسل كل ,/ إلى kere = K ofsi a,‏ مولدة 


بواسطة العناصر (/ ,... FGE‏ بل . لتكن ۴ زمرة إبدالية حرة أساسها 
j=!‏ 


إ۶ ,... ,70 وليكن ع هو التشاكل الغامر الذي يرسل كل fi‏ إلى ,4 حيث 
نواته هي“ . إذا كانم هو التماثل ۴٠‏ ج ۴ المعرف بواسطة O( Fi) - fi‏ 
لكل ¡ وكان "م = GOB‏ “ع -ع . إذن KK)‏ “ع = AK)‏ = (0). وبالتالي 
ALt )£( cK’ op‏ إن ۸ > ('16) y‏ . إذن (»ل )فح (“6) راف = “كل 
وبالتالي فإننا نحصل على المساواة . إذن» إن العناصر ;۴ Fj) = Ery‏ ;0)27 
Kas‏ 

الآنء ينتج أنه إذا كانت (Fy o F)‏ هي ۲ عديدا من النوع 5 بحيث تكون 
المركبات أعدادا صحيحة معطاة» فإنه توجد زمرة مولدة بواسطة 5 عنصراء 
وتحقق العلاقات المعرفة المعينة بواسطة هذه العديدات التي هي من النوع 5 . في 


TYE‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


الحقيقة» إذا أخذنا زمرة إبدالية حرة F‏ أساسها (,/ ,... {fp‏ وإذا جعلنا N‏ 
ترمز إلى الزمرة الجزئية المولدة بالعناصر f,‏ ,27 فإنه يكون لزمرة القسمة FIN‏ 
التمثيل المطلوب . في الحقيقة» إن العناصر +N‏ ,۴ تولد FIN‏ وإن التشاكل 
الطبيعي ۷ يرسل كل ,/ إلى f, +N‏ وإن ۷ = tkerv‏ حيث N‏ مولدة بالعناصر 
Enf,‏ #تماعوبواضح من ALLY‏ 
-Y‏ لاحظ أننا لم نعرف «الزمرة» المولدة بعناصر معطاة والمحققة لعلاقات معرفةء 
ولكننا عرفنا «الزمرة الإبدالية» المولدة هكذا : نفرض أننا نفهم ضمنا أن قانون 
الإبدال متحقق . سوف لا نهتم بالزمر غير الإبدالية في هذا الكتاب . 
كما هو متوقع » فإن النتيجة التالية تبين أن الزمرة الإبدالية المولدة بمجموعة معطاة 
مكونة من 5 عنصرا والمحققة لعلاقات معرفة معطاة هى - بمعنى ما - «أكبر» زمرة إبدالية 
كن lad‏ عطاس التاسر حا رسي Beall SUS polall G22‏ 
فعلى سبيل SU‏ إن الزمرة ,© مولدة بعنصر واحد a‏ يحقق العلاقة 0 = 66a‏ ولكن 
هذه ليست علاقة معرفة في هذه ا حالة . 


(V-13 +)‏ مأخوذة 


S 


8 :يه ... وإك >> 4 » ولتكن‎ 3J 4j =0 ME as, SS 


j=l 
a é 

زمرة إبدالية مولدة بالعناصس b, .... b‏ علاوة على ذلك» افرض أن 0= رط ۶[ 
= 


` 


لكل :. Ure‏ ¢ يوجد تشاكل غامر 8 د A‏ ۷ بحيث yla) =b‏ لكل ؟ .... ,1 Ti‏ 


البروهمان 

لتكن F‏ زمرة إبدالية حرة أساسها (,/ ,... , )f‏ » لیکن ۸ د ۴ ٤:‏ هو التشاكل 
الغامر الوحيد الذي يحقق (5 > 1 > ef =a,(1‏ وليكن 8 ج ۴ :0 هو التشاكل 
الغامر الوحيد الذي يحقق s)‏ > 1 > 1),ط = Mf)‏ . بالاستناد إلى )4-0( و )0-+\( 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا Y\o‏ 


فإنه يوجد Fiker€ > A [GE‏ : ل بحيثع = Av‏ حيث هو التشاكل الطبيعى . 

الآن» وبالاستناد إلى التعريف» فإن العناصر Er f‏ تولد6۲8)ء ومن الفرض GOB‏ 

ترسل جميع هذه العناصر إلى الصفر . إذن kere‏ > نومع . ومن )4-0( ينتج أنه 

op عندئذ»‎ .1/- mA! لیکن‎ pv = 4 بحيث‎ H: Fikere > B يوجد تشاكل‎ 
Wa) = WAF) = UXES) = wf) = OF) = b, 

وبالتالي Yo‏ هو التطبيق المطلوب . 


F/kere ^ 5 


ه - حساب اللامتغيرات من التمثيلات 

في هذه المرحلة » من الطبيعي أن نطرح المسألة التالية : إذا أعطينا زمرة إبدالية A‏ 
بدلالة قثيل بواسطة «المولدات والعلاقات»: فماذا نستطيع أن نقول عن بنية SA‏ على 
سبيل المغال» هل نستطيع أن نعين لامتغيرات القتل والرتبة الحرة من الفتل ل ل4؟ إذا كان 
لدينا زمرة» فمن o‏ الممكن أن تكون لها تمثيلات مختلفة ؛ فعلى سبيل المثال» vile‏ 
SC. = 6,66‏ 

<a,b:2a=3b=0> 5 <a:6a=0> 

تمثيلان لزمرة دوروية رتبتها 6. غالبا ما نهتم بمعرفة فيما إذا كان تمثيلان معطيان يعينان 
زمرتين متماثلتين أم لاء وإذا كنا نستطيع الحصول على لامتغيرات زمرة ما من تمثيل 
ماء فإننا نستطيع بالتأكيد أن نصل إلى تلك المعرفة . 


عندئذء FING]‏ > 4 حيث ۴ زمرة إبدالية حرة أساسها (,/ .... {fp‏ و Eya N‏ 
بالعناصر Er f‏ إذا كنا نستطيع أن 34 Ssa PIA en Ff Lalal‏ 


ig’‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


N = U(d, fj) 6٠٠١© Ud, fs)‏ لأعداد صحيحة مناسبة ,4 | di |٠٠١‏ (من الممكن 
أن نفرض أنها غير سالبة)» فإن نتائج البند الأول من الفصل الثامن تخبرنا أن FIN‏ 
مجموع مباشر لزمر دوروية رتبها ,4 ,... .,4. إذا حذفنا الأعداد التي تساوي 1 من هذه 
المتتالية» فإننا نحصل على متتالية عوامل لامتغيرة ل ۴/۸ ؛ إن عدد الأصفار في هذه 
Wel‏ هو الرتبة الحرة من الفتل FINS‏ وإن العناصر الابتدائية غير الصفرية في هذه 
المتتالية » تكون متتالية لامتغيرات فتل FINS‏ (وبالتالى AS‏ 

الآن» إذا كانت العناصر TERTI n, = Dr, f;‏ فإنها تكون أساسا NI‏ 
وبالتالي فإن نتائج البند الثالث من الفصل السابع تخبرنا DL‏ نعمل . نفرض أن 
R = (rp)‏ مصغوفة الأساس 47,2 بالنسبة إلى ,)۰ ثم نجد مصفوفتين × و ۲ قابلتين 
للانعكاس على 7 بحيث X RY‏ مصفوفة عوامل RIG pO‏ ثم نستخدم Y 5X‏ 
لنعين الأساسين الجديدين فی ۴ و N‏ على الترتيب. 

في tai‏ إن الا اة لابق ة تعمل Dia bn, pola ST Bg‏ 
خطيا. لرؤية ذلك» نفرض يبساطة أن (y,) Oly NUS Mn, n)‏ = ۷ مصفوفة 
قابلة للانعكاس من النوع 1 ×1 على 7 وأن t JSS aa Saya‏ 1.5 عق إذا 

j=l 
op Y7 = (Fy Joss 
ID j را‎ = E ji Yej Me = ZY j بزلا‎ Me = LO; Me = Ni 

إذن» فإن الزمرة الجزئية (أو الحلقية الجزئية على ) المولدة بالعناصر nf‏ تحتوي على 
العناصر ,7 وبالتالي Nib‏ 

في الحالة العامة» نفرض أن R = (ry)‏ مصفوفة المجموعة {n}‏ بالنسبة إلى 
Uf}‏ حيث ۸ من النوع ۲ 56. وبالاستناد إلى (O =V)‏ فإنه توجد مصفوفة X = (x)‏ 
قابلة للانعكاس من النوع 5 × 5 على / كما توجد مصفوفة Y = p)‏ قابلة للانعكاس 
من النوع ۲ ×۲ على 7 بحيث 
X" RY = diag(d,, ....d)‏ 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا 1۷ 


حيث )}1 ,0115 = »)4 | ٠٠١‏ | رك . علاوة على وجود لاو ۲ فإنه توجد لدينا طريقة 
منتظمة لإيجاد ×و Y‏ . ليكن: 


fi = Vx; (i = 8 ig s) 
ادر‎ 


1 
n=} yan @=1, Par t) 
jal 


عندئذ» فإن Fo}‏ ,... ,)۴ أساس FI‏ وبالاستناد إلى الملاحظة المذكورة corel‏ 
فإن ۸ .... .]17 NUS‏ بالاستناد إلى الحجة التي تسبق التعريف (۹-۷) مباشرة » 


Ob‏ مصفوفة المجموعة {nf}‏ بالنسبة إلى (//) هي diag(d, .... d)‏ . الآنء ندرس 
حالتين هما Ss‏ 1و ]> 5. 


الحالة الأولى 
opt‏ آن 5 top vitae ٤5‏ = ۸ و fi‏ هدم لكل Lew‏ ده إذن 
نحصل على 
N = Ud, f{)®---® Za, fi)= Ud, f{)®---® Hd, f%)‏ 
حيث نعرف 0 = ,4 = ... = .4. عندئذ» نحصل على متتالية من العوامل اللامتغيرة 
FINS‏ بواسطة حذف العناصر الابتدائية التى تساوي 1 من المتتالية 0 ,... ,0 ,4 ...ل 
(حيث عدد الأصفار هو t‏ - 5). 1 


الحالة الثانية 

tl 3 8‏ کی sop dss‏ = » وإن ,4:1 = ۸ لكل ؟ .... ,1= : وإن 
0= لكل : <:. عندئذء يكن حذفالعتاصر Oly 1, .... My‏ 
oN = 7)41( 6... © Id, f)‏ وبالتالي فإننا نحذف العناصر التي تساوي 1 من 
 .... 4‏ لنحصل على متتالية من العوامل اللامتغيرة ل ۴/۸ . 


1۸ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


إذن» إذا كانت لدينا زمرة إبدالية ممثلة بعدد منته من المولدات والعلاقات فإنه 
يوجد مخطط منتظم OLA‏ لامتغيرات الفتل والرتبة الحرة من الفتل لتلك الزمرة بعدد 
منته من الخطوات . ويسمى المخطط من هذا النمط «خوارزمية» (algorithm)‏ . إن 
الموقف بالنسبة إلى الزمر الإبدالية مغاير تغايرا لافتا للنظر للموقف بالنسبة إلى الزمر 
العامة - نعلم أنه إذا كانت لدينا زمرة (غير إبدالية) ممثلة بعدد منته من المولدات 
والعلاقات» فإنه لا يمكن أن توجد خوارزمية تقرر بعدد منته من الخطوات فيما إذا 
كانت تلك الزمرة زمرة الوحدة أم لا. 


أمثلة محلولة 
١‏ - أوجد الرتبةالحرة من الفتل ولامتغيرات الفتل للزمرةالإبدالية 
<a, 5: 24+ 36 = 4-760 <‏ = 8 التى ذكرت أعلاه. إن «مصفوفة 


العلاقات» هنا هي 
1 2 
7- 3 


2 J 1 2 1 2 1 Q 
— > وجيت اسيم‎ 
s =j =7 3 0 17 0 17 
إن الرتبة الحرة من الفتل هي 0 ويوجد لامتغير فتل‎ .8 = ©, OC, = € 031 


-Y‏ الرتبة الحرة من الفتل ولامتغيرات الفتل للزمرةالإبدالية 
C=<a,b,c:a+b+c=3a+b+5c=0>‏ 
الآن» إن مصفوفة العلاقات هي 
0 1 0 1 8 1 3 
2 10ج |2 0| — |2- 0| — |1 | 
0 0 2 0 2 0 5 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا 9 


لاحظ أننا في PUL‏ < 5. إذن» إن متتالية من العوامل اللامتغيرة ل 0 هي 
0؛ إذن ,© © C=C,‏ وبالتالي فإن الرتبة الحرة من الفتل ل © هي 1» 
ويوجد لامتغير فتل واحد هو 2. 

أوجد تفريقا مباشرا من النمط المذكور في )١-٠١(‏ للزمرة الإبدالية 

A= <a, b,c: 1a + 4b + c = 8a + 5b + 2c = 9a + 6b + 3c = 0 > 
إن مصفوفة العلاقات هنا هي‎ 


o 8 8 
R=|4 5 6 
1 2 3 


وبالصدفة فإننا قد اختزلنا هذه المصفوفة في نهاية الفصل السابع . إن العوامل 
اللامتغيرة لهذه المصفوفة هي 0 ,3 ,1ء وبالتالي فإن زمرتنا هي ,© © ,© . 
ولكن هذه المعلومات لا تخبرنا كيف نحصل على «الزمر الحزئية» الحقيقية في 
4 التى تعطى مثل هذا التفريق . ويمكن إيجاد هذه الزمر الحزئية كما هو مبين في 
الفقرة التالية . l‏ 

لتكن ۴ زمرة إبدالية حرة أساسها (2 ,لز ٠)»,‏ ليكن ع هو التشاكل الغامر 
الذي يرسل z> c‏ ,م ج ر bus .2/ = kere Sx > a,‏ فإن العناصر 
6y + 3z‏ + ×9 , ج2 + ر5 + ×8 , ج + نوك + ×7 تولد N‏ وإن مصفوفة هذه 
العناصر بالنسبة إلى ( 2 ,ر ,4 هي المصفوفة ۸ المذكورة أعلاه. إذا كانت كل 
من لا و۲ مصفوفة قابلةللانعكاس من النوع 3×3 بحيث 
RY = diag(1,3, 0)‏ 1 وكان z}‏ ,”ر ,× أساس ۴ الذي مصفوفته بالنسبة 
إلى ل ,ر ,»هى ۷0 فإنتاء بالاستناد إلى الخلفيات العامة للبند الثالث من الفصل 
alt‏ نعلم أن < ”ر3 > © < “د >= N‏ (حيث نستخدم < 5 > للدلالة على 
الزمرة المولدة بالمجموعة cS‏ وذلك بدلا من CES‏ . إذن» FINOP‏ هي المجموع 
SU‏ لزمرة دوروية رتبتها 3 مولدة بالعنصر N‏ + 7( وزمرة لانهائية مولدة 
بالعنصر N‏ + ج. الآن» نعتبر الرسم التخطيطي 


Si 


yya‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


E 
PA 

FIN 
. حيث « التشاكل الطبيعي و ۷ التماثل الوحيد الذي يجعل الرسم التخطيطي إبداليا‎ 
هي المجموع المباشر لزمرة دوروية رتبتها 3 مولدة بالعنصر‎ A فإن‎ ple yolk 

EZ) pawl وزمرة دوروية لانهائية مولدة‎ ۷ )' + N(= ۷ ry’) =e(y’) 

!03 نحتاج إلى أن نجد المصفوفة 0 . إن UT‏ هي المصفوفة × المعطاة في نهاية 
الفصل السابع . بدلا من حساب "× مباشرة» فإننا نذكر أنه قدتم الحصول على X‏ 
بواسطة تطبيق متتالية من العمليات الصفية على ,1 . إذن يمكن الحصول على X‏ عن 
طريق تطبيق معكوس كل من هذه العمليات بالترتيب العكسي على ,1 . إن معكوس 
R, + cR,‏ و R, - ER,‏ (نستخدم الترميز الموجود في نهاية الفصل السابع ) ومعكوس 
ROR,‏ هو نفسهە ,۸ ج> ,۸ ومعکوس UR,‏ هو ,1118 . عندئذ» باستخدام هذه العمليات 


75 1 
U=x'=|4 1 0 
100 


إذنء pax 7x+4y+z,y=2x+y,7= xd‏ أساس ols co Lh F‏ 
2a + b, &z') =a‏ = )ع . إذن < ۾ > © < ط + 24 > = 4 حيث الزمرة الجزئية 
الأولى دوروية رتبتها 3 والقائية دوروية لانهائية. إن زمرة الفعل الجزئية في 4 هي 
< ط + 24 >» ورغم أنه يمكن تمثيلها بمولد مختلف ple)‏ سبيل (4a + 2b JUN‏ 
فإنها كزمرة جزئية» معينة بشكل وحيد في أي تفريق من هذا النمط . وبشكل مغاير 
AS Ul Ob‏ العدهة اللقسل ليست معيفة [Sry‏ وحعيدة Jes‏ ذلك أن 
A = > 24 + b> © > 3a + b>‏ وواضح أن المركبة الثانية مختلفة عن <a>‏ 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا YY)‏ 


قارين على الفصل العاشر 

صنف الزمر الإبدالية التي رتبها هي )1( 40ء (ب) 136« (ج) 1080 و (د) 

1 . بكلمات أخرى» لكل من الرتب المعطاة اكتب قائمة تحتوي بالضبط 

على fee‏ واحد لكل فصل تماثل للزمر الإبدالية ذات الرتبة المعطاة. أوجد 

لامتغيرات الفتل واللامتغيرات الأولية لكل من الزمر التي وجدتها. 

أوجد رتبة الزمرة الإبدالية < 0 = a,b: 34 + 6b = 9a + 24b‏ > وأوجد 

لامتغيرات الفتل لها . 

أوجد الرتبة الحرة من الفتل» ولامتغيرات الفتل للزمرة 
<a,b,c:2a+b=3a+c=0>‏ 

A = <a,b,c:—4a+2b+6c = —6a+2b+6c = 7a+4b+15c = 0> لتكن‎ 

أثبت أن 12 = |4| . أوجد عنصرين » و۷ في 4 بحيث رتبة 1 هي 2 ورتبة ۷ 

هي 6 و < ۷ > © < ها > = 4. 

اكتب بعض الأمثلة العددية المشابهة للتمارين السابقة إذا كنت تشعر أن ذلك 

ضروري . 

أوجد زمرا جزئية غير قابلة للتفريق بحيث يكون مجموعها المباشر هو الزمرة 

الجمعية ل T,‏ حيث 252 ,30 ,12 ,10 = ۸. اكتب قائمة مفصلة تحتوي على 

عناصر كل زمرة جزئية واستخدم الترميز 1 = Laney‏ ,0 (استخدم الأقواس 

المريعة إذا كنت تفضل ذلك) لوصف تلك العناصرء فعلى سبيل المثال 

}3 ,0{ © }4 ,2 ,0) -,7. إن المأخوذة (VA)‏ سوف تكون مفيدة في هذا 

الموقف. 

لتكن (r)‏ = ۸ مصفوفة قابلة للانعكاس من النوع Xs‏ 5 على 7. ماذا تستطيع 

أن تقول عن الزمرة 


Ss 
ais. wes :يه‎ X rjaj=0 Msl ag ES 
fal 


YY‏ تطبيقات على الزمر والمضصفوفات 


huys -۸‏ ,5 أغداذا صحيحة وليكن d= - St‏ صف بنية 
a,b: ra + th=sa+ub=0>‏ > حيث 4 هو (۱) 1ء (ب)2. (z)‏ عدد 
أولي و(د) 0. 


4- لتكن 4 زمرة إبدالية ممثلة ب و مولدا و۲ علاقة حيث 5 > . أثبت أن الرتبة الحرة 
من الفتل ل 4 هي ۲ - 5 على الأقل . 

-٠‏ لتكن 4 زمرة إبدالية منتهية بحيث تكون رتب جميع عناصرها قوى عدد أولي 
ثابت. أثبت أن |۸| قوة للعدد م. 

-١‏ ليكن «عددا أوليا ولتكن 4 زمرة دوروية غير تافهة رتبتها قوة للعدد م. أثبت 
أنه يوجد م حلا للمعادلة 0 = ندم في 4. أثبت أنه إذا كانت A‏ هي المجموع 
المباشر له زمرة دوروية غير تافهة رتبتها قوة للعدد م2 فإنه يوجد p‏ حلا للمعادلة 
Spx > 0‏ 4. 

لك KS‏ حقلا منتهيا ولتكن *£ هي الزمرة الضربية (5140. أثبت أن كل مركبة 
أولية ل K*‏ دوروية وذلك عن طريق ترجمة نتيجة التمرين )١١(‏ إلى الترميز 
الضربي . استنتج أن K*‏ دوروية . 

۳ * - ليكن د عددا أوليا ولتكن 4 زمرة إبدالية منتهية رتبتها قوة للعددم. ولامتغيراتها 
الأولية هي Ase Ligeti BSS SS, Esp, ong po‏ 
أثيت أن 8 مجموع مباشر لزمر جزئية دوروية رتبها ١, .... DP‏ 
SB,‏ ... ك B,‏ و © ك ,8 لكل : (يمكن لبعض العناصر 6 أن تساوي الصفر) . 
(إرشاد : استخدم الاستقراء الرياضي على ,»2 . إن نتيجة التمرين الثاني في 
الفصل التاسع مفيدة هنا). ماذا تستطيع أن تقول عن العلاقة بين لامتغيرات 
الفتل لزمرة إبدالية منتهية ولامتغيرات الفتل لزمرة جزئية من تلك الزمرة؟ . 


م حيث 


رشەن OD‏ عار 


التحويلات الخطيةء المصفوفات والأشكال القانونية 


في هذا الفصل » نستخدم الرمز ۷ للدلالة على فضاء متجه بعده 0 > len‏ حقل -K‏ 
بالاستناد إلى المبادئ البسيطة لنظرية الجبر الخطي ils e‏ نعلم أنه إذا كان » تحويلا خطيا 
معطى من ۷ إلى ۷ فإنه يمكن تمثيل » بمصفوفات كثيرة من النوع ۸ × ۸ على . في 
الحقيقة » لكل اختيار LLY‏ ۷ توجد مصفوفة مقابلة وحيدة (انظر المناقشة في البند 
الثاني من الفصل السابع). وإذا كنا في موقف عملي فإننا نود أن نعلم كيف نستطيع 
أن انختار اساسا «حسنا» بحيث تكون مصفوقة » فى أبسظ شكل مكنء أو بکلمات 
أخرى» بحيث تكون مصفوفة © في شكل هو أقرب ما يكن إلى شكل المصفوفة 
القطرية . الآن»ستشغل أنفسنا بمسألة اخقيار أساسات من هذا التمظ .. ندرس المسألة 
عن طريق جعل ۷ حلقية على KE]‏ بواسطة » LS)‏ هو مبين في ال مثال الرابع من البند 
الأول من الفصل الخامس)» وملاحظة أن Kx]‏ حلقة تامة رئيسة» وتطبيق مبرهنات 
التفريق القوية التي حصلنا عليها في الفصل الثامن . إن الحل يقودنا إلى تصنيف العناصر 
© المنتمية End VS)‏ تحت سقف إحدى علاقات التكافؤ . 


١‏ -المصفوفات والتحويلات الخطية 
ترميز 
لیکن ( ,لا ,... ,410 = ۷ أساسا ل/1 وليكن ٤ End V‏ » حيث End V‏ هي حلقة 
التي بات اة ل لمكن وه مسقوةة© بالنسية إلى aiie‏ ا المسقوفة 
في البند الثاني من الفصل السابع بواسطة 


TF 


EE‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
n‏ 
a(v)=Sajzv; Vi=1, .., n (1)‏ 
il‏ 


وسوف نستخام الرمز MG, v)‏ للدلالة عليها gi)‏ على (Cap)‏ .131 كانت 
VË = fvi, 5 vn}‏ مجموعة جزئية منتهية من ۷ فإننا نستخدم الرمز M(v*, v)‏ 
للدلالة على (bp)‏ حيث (b)‏ مصفوفة v*‏ بالنسبة wcll‏ ۷ وهي معرفة بواسطة 


vj = biv) Vi=l, و‎ m (2) 


لیکن ٠» © End,V‏ وليكن كل من ۷ و VILLA‏ عندئذ bs)‏ رأينا في 
البند الثاني من الفصل السابع)ء إن العلاقة بين المصفوفة (,14)0 = A‏ والمصفوفة 
A* = M(Q, v*)‏ تعطى بالمعادلة 4× = *4 حيث M(v*, v)‏ = × مصفوفة قابلة 
للانعكاس من النوع 7 × :7. بالعكس» إذا كانت X‏ مصفوفة معطاة من هذا ehai‏ 
فإننا نستطيع أن نستخدم )2( لإنشاء أساس VI vë‏ بحيث تكون مصفوفته بالنسبة إلى لا 
هي tX‏ عندئذ» فإن 1-11 = (*11)00. إن هذا يحثنا على إعطاء التعريف التالي : 


)1-14( تعريف 

لیکن B € MK)‏ ,۸. نقول إن 4 مشابهة J (similar)‏ 8 إذا وفقط ]13 كانت 
توجد مصفوفة LEX‏ للانعكاس من النوع Jen xn‏ ! بحيث =X 'AX‏ 8 . 

يستطيع القارئ أن يرى بسهولة أن التشابه يكون علاقة تكافؤ على .M (K)‏ 
بالاستناد إلى ذلك. فإنه إذا كان 0 تحويلا خطيا VI‏ وكانت مصفوفته بالنسبة إلى 
أساس معين « هي A‏ فإن المصفوفات الكثيرة التي يمكن تمثيل » بها بالنسبة إلى 
الأساسات VIE gS‏ هي ob yall ball‏ المشنايهة ل 4د. إذن» :فالسألة التي 
ذكرناها فى المقدمة تكافئ المسألة التالية : l‏ 

إذاكاتت 4 مصقوفة معظاة من K glenxng yl‏ فأوجد مصفوفة ۸ بحيث 
تكون ذات شكل بسيط ومشابهة AS‏ وأوجد مصفوفة × قابلة للانعكاس على K‏ 
بحيث *4 = XAX‏ 


التحويلات الخطية: المصفوفات والأشكال القانونية YYo‏ 


في الحقيقة» افرض أنه قدتم حل المسألة الأصلية المتعلقة بإيجاد أساس حسن 
بالنسبة إلى تشاكل داخلي» وافرض أن A‏ مصفوفة معطاة من النوع n‏ × ۸ على ۸ . 
باستخدام (1) فإننا A fat‏ تعمل كتشاكل داخلي » لفضاء متجه ۷ بالنسبة إلى أساس 
٠١‏ حيث ۷ نموذج أصلي clad‏ متجه isle) moby‏ تأخذ الفضاء K”‏ الذي يتكون من 
العديدات من النوع ۸ التي عناصرها تنتمي إلى × ونأخذ الأساس lep oor GF‏ 
حيث pre‏ المتجه الذي يتكون من 1 في ا مكان ذي الرقم ¡ ومن 0 في الأماكن الأخرى) . 
عندئذ» إن ا لحل الذي عم الوصول إليه يخبرنا عن الكيفية التي يجب أن نختار بها أساسا 
VS‏ ببحيث يون شكل MCG, vA)‏ هو الشكل البسيظ اللطلوب . ولكان 
MCa, v*) = XA‏ حيث X= M(v*, v)‏ وبالتالى فإننا نکون قد وصلنا إلى حل 
المسألة الثانية . وإذا ناقشنا فى الاتجاه العكسى » فإننا salad‏ حلت المسألة الثانية فإننا 
نستطيع أن نحل المسألة التي بدأنا به . 1 

إن المسألة الثانية مهمة في كثير من مجالات الرياضيات البحتة والتطبيقية . 
سنكتفي هنا بذكر موقف يظهر في نظرية الزمر . لتكن GLK)‏ = © الزمرة الضربية 
المكونة من جميع المصفوفات القابلة للانعكاس من النوع 7 × ١‏ على K‏ - يكن النظر 
إلى هذه الزمرة على أنها زمرة عناصر الوحدة في M (K)‏ عندئذ» يكون عنصران في 
© متشابهين إذا وفقط إذا LIS‏ عنصرين مترافقين في 6. إذن» إذا حلت المسألة الثانية » 
فإننا نستطيع أن نجد في كل فصل ترافق yan GI‏ ذات شكل بسيط» وبالتالي فإننا 
نحصل على معلومات حول فصول الترافق GI‏ وفي الحقيقة نحصل على تصنيف 
لفصول الترافق . إن هذه المعلومات مهمة في موضوعات كثيرة وبوجه خاص في نظرية 
تمثيل الزمر. 


Y‏ - الفضاءات الجزئية اللامتغيرة 
سبق أن ذكرنا الفضاءات الجزئية اللامتغيرة في المثال الأول في البند الثاني من 
الفصل الخامس . نذكر بأنه إذا ٤ End, Vols‏ »» وكان نا فضاء جزئيا من UOB eV‏ 
فضاء جزئى لامتغير بالنسبة إلى © إذا كان يحقق الشرط نا aU) G‏ . إن هذه 
الفضاءات الجزئية اللامتغيرة وثيقة الصلة بالمسألة التي نعالجها وذلك للسبب التالي : 


ENA‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


)4 1-¥( مأخوذة 
لیکن ٤ End, V‏ :0 وافرض أن OV,‏ ... © ,۷ = ۷ حيث ,۷ لامتغير بالنسبة 


k 8‏ 
إلى » لكل i‏ ليكن ”7 أساسا ل ,۷ لكل ۸ .... ,1= اوليكن veo‏ عندئذ» 
i=]‏ 


ob‏ أساس VI‏ وإن v)‏ ,»)1 تكون من الشكل 


A, || عمد‎ 0 


0 : 
A= . 7 0 
i A 


حيث القطاعات A, (blocks)‏ موضوعة قطريا wv),‏ 0 = ۸ » وحيث جميع 
عناصر 4 التي تقع حارج القطاعات ,4 تساوي الصفر . إن ,4 مصفوفة من النوع 
n, X n,‏ حيث dimV,‏ = ,۸ . 

بالعكس» إذا كانت مصفوفة 0 بالنسبة إلى أساس ءل ۷هي من الشكل 
ا موصوف أعلاه» فإن ۷ ينشط ركمجموع مباشر لفضاءات جزئية لامتغيرة بالنسبة إلى 
0 عددها ck‏ وذلك كما هو موصوف أعلاه . 


البرهان 

نفرض أن القارئ حسن الاطلاع على المجموع المباشر للفضاءات الجزئية . 
وعلى أي حال» إن هذا ليس إلا المجموع المباشر لحلقيات جزئية على × إذا نظرنا إلى 
۷ على أنه حلقية على .K‏ 

j= n= dimV مه ورب 05{ = ر یت 0 ديز‎ vy by SI 
فإنه یکن‎ »۷ = EV ما أن‎ v= {vp s V 08 عندئذ»‎ jj, = ,م‎ = dimV, و‎ 
عندئذ»‎ x, ۷, حیٹ‎ × aa, + ... + ×, الشكل‎ dex © ۷ التعبير عن أي عنصر‎ 
۲ يمكن التعبير عن × كتركيب خطي من عناصر ”۷ء وبالتالي فإنه يمكن التعبير عن‎ 


التحويلات الخطية ء المصفوفات والأشكال القائونية TY‏ 


n a 
1, € ۸ حيث‎ YA; vj, =0 كتركيب خطى من عناضر من رل = ۷ . إذاكان‎ 
j=l i=l s 
من 1 + رز = رإلى‎ y= نحصل عندئذ على 0 = ,نز + ... + لاحيث نجمع ر22۷‎ ils 
مباشرء فإن‎ ۷, © ... OV, أن المجموع‎ Le . ۷, على عناصر أساس‎ aod أي‎ tj, 
فإن 0 حرة لكل ررك رك 1 + ربل‎ VI وبما أن ”اا أساس‎ . 1 Sisk ,لكل‎ > 0 
VI أساس‎ vd} وبالتالي لكل ر. إذنء‎ 
إذن»‎ . »)۷( © V op وبالتالي‎ <, ٤ ۷, عندئذ» إن‎ j + 1 افرض أن رك ر>‎ 


n 
(ره) وحيث 0 = ره إلا‎ = < a; أي أن رنا‎ VO تركيب خطي من عناصر‎ Ov) Ob 
l=1 


إذا كان fF SES)‏ إذن» إذا كانت M(Q, v)‏ = 4 فإن العناصر غير الصفرية التي 
يمكن أن تظهر في الأعمدة ,ز.... ,1 + زفي 4 لا بد لها أن تظهر في الصفوف 
atl, aoj‏ وبالتالي فإننا نحصل على قطاع A,‏ كما هو موصوف. واضح أن ,۸ 
مصفوفة a,‏ بالنسبة إلى 1 حيث al,‏ هو اقتصار © على V‏ وأن ,4 من النوع 
«A,X N,‏ 
نترك للقارئ إثبات العكس » ويمكنه أن يفعل ذلك عن طريق عكس الحجة السابقة . 
E‏ 
VSI - ١‏ ,... ,۷ فضاءات جزئية من V‏ بحيث ,1 © ... © ,۷ = ۷ ولكل i‏ 
افرض أن ,» عنصر فى End V,‏ . نعرف عنصرا End, Vi‏ ع » كما يلي : إذا كان 
VOLE yi CV VED, e SW EB‏ يعون nj poll‏ 
بشكل وحيد ثم عرف OV)‏ بواسطة 
Av) =Q (v) + ... + av)‏ 
يستطيع القارئ أن يتحقق بسهولة من أن © تحويل خطي ل ؛ يسمى © 
«المجموع المباشر (direct sum) t‏ ل Q, ..., Q,‏ ويكتب A,‏ © ... © ¢ =4 . 
إذن» الترميز,© © ... © ,© = » سوف يقتضي دائما أن a‏ تحويل خطي لفضاء 
جزئي ,7 من V‏ وأن ,۷ © ... © ,۷= 7. 


YYA‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


۲ - إن المصفوفة 4 التي تكون من الشكل المعطى في (١١-۲)ء‏ تسمى «المجموع 
القطري» (diagonal sum)‏ للمصفوفات ,4 وتكتب BA,‏ ... © ,4 > 4. 


إن الملأخوذة )1-11( تظهر التقابل بين تفريقات © كمجموع مباشر غير تافه 
لتحويلات خطية لفضاءات جزئية من ۷ ومصفوفات 0 التي هي مجموع قطري غير 
تافه لمصفوفات أصغر . 


۷-۳ كحلقية على Kix]‏ 

لقد شرحنا شرحا مطولا في السابق كيف نجعل V‏ حلقية على K[x]‏ بواسطة © . 
حيث 8 تحويل خحطي معطى VI‏ (انظر المثال الرابع في البند الأول من الفصل الخامس). 
إذا كان +a, x € K[x]‏ ... + ×4 + ره = fvo pve Vyf‏ يعرف بواسطة 

fv = f(@)(v) = av + a,Q(v) + ... + a œ (v) 

وكما لاحظناء إن الاختيارات المختلفة » تقابل بنى مختلفة ل ۷ كحلقية على e K[x]‏ 
ولكننا سوف نتعامل مع عنصر ثابت » طوال هذه الدراسة . 

علاوة على ذلك » إن الحلقيات الحزئية على Kl]‏ فى ۷ هى بالضبط الفضاءات 
الجزئية اللامتغيرة في ۷ (انظر الخال الخامس في البند الثانى من الفصل الخامس). 
إذن» إن تفريقا VJ‏ كمجموع مباشر من الحلقيات الجزثية على KL]‏ هو نفس الشيء 
كتفريق VI‏ كمجموع مباشر من الفضاءات الجحزئية اللامتغيرة بالنسبة إلى »» ويمكن 
أن نحصل على مثل هذه التفريقات عن طريق استخدام نتائج الفصل الثامن وذلك 
بعد ملاحظة أن ۷ حلقية مولدة نهائيا على [×]۸. ومع ذلك فإننا سوف نهتم في 
البداية ببعض خواص KDA]‏ التي تجعل التعامل مع هذه الحلقة ألطف من التعامل مع 
حلقة تامة رئيسة عامة أو حتى مع حلقة إقليدية عامة . 
ملاحظة 

بالطبع » نستطيع أيضا النظر إلى ۷ على أنه حلقية على -K‏ ومع ذلك فإنه من 
المناسب أن نواصل استخدام المصطلح «فضاء مجه للدلالة على بنية ۷ كفضاء متجه 
gale‏ وأن نحتفظ بالمصطلح «حلقية» للدلالة على بنية ۷ كحلقية على [×]۸ التي قد 
تكلمنا عنها أعلاه . 


التحويلات الخطية » المصفوفات والأشكال القانونية ۲۹ 


)"-١1١(‏ تعريف 
إذاكانت f > K[x]‏ كثيرة حدود غير صفرية » فإننا نقول إن f‏ واحدية (monic)‏ 
إذا كان معاملها الأعلى يساوي 1؛ أي أن f‏ تأخذ الشكل 


f=ataxt+..ta x HF (ae K,r20) 


(4-11) مأخوذة 
إن أية كثيرة حدود غير صفرية في LESK]‏ م عكثيرة حدود واحدية وحيدة . 
بوجه خاص» إن كثيرات ا حدود الواحدية ا مختلفة تكون غير متشاركة . 


البرهان 

تذكر ole ob‏ الوحدة فى AK]‏ عتاصر Lasley K‏ يشار إلى oda‏ 
العناصر على pb cola Wi gl,‏ السفرية أو القرامت غير السفرية CAT OST i),‏ 
حدود متشاركتين إذا وفقط إذا كانت إحداهما مضاعفا baka‏ غيرصفري للأخرى. 
إذا كانت كل واحدة من كثيرتي الحدود المتكلم عنهما واحدية فإن مقارنة الحدذي 
الدرجة العليا فى الأولى بالحد ذي الدرجة العليا فى الثانية تعطينا أن cE SN‏ الذي 
نحن بضدده يجب أن يكون 1+ وبالتالي OB‏ یر ادود مضاويان . علاوة على 
ذلك» إن كل كثيرة حدود غير صفرية تتشارك مع كثيرة الحدود الواحدية التي نحصل 
عليها عن طريق قسمة كثيرة الحدود المعطاة على معاملها الأعلى . 

تؤدي كثيرات الحدود الواحدية دورا مشابها للدور الذي أدته الأعداد الصحيحة 
الموجبة فى الفصل السابق . لتكن M‏ حلقية على KL]‏ وليكن om © M‏ وليكن لهو 
مثالى ترتيب 38 ؟ عندتذ» K[x] ol le‏ حلقة تامة رئيسة: فإنه يوجد Kli]‏ ع f‏ بحيث 
J = ۸] [f‏ بالاستناد إلى (17()8-5) OB‏ العناصر التى یکن توليد بها ھی بالضبط 
العناصر المتشاركة Se‏ إذن» pA OE]‏ تو جد کنر حدوذ isata‏ 
مولدة ل ل وبالتالى فإنناء عند الحديث عن «مرتبة Cm‏ نقصد بذلك كثيرة الحدود 
الواحدية هذه Va J = {OP OLS 1S] Le‏ يوجد ألى Glee aps‏ رة إن 
هذا مشابه للموقف الذي ننظر فيه إلى رتبة عنصر في زمرة إبدالية على أنها المولد 
الموجب الوحيد لثالي ترتيب ذلك العنصر . 


YY:‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


Le‏ أن KL]‏ حلقة تامة رئيسة» فإن العناصر الأولية في KA]‏ هي 25 ol‏ الخدود 
غير القابلة للتحليل؛ أي العناصر غير القابلة للتحليل بالمعنى المعتاد. ويكون من 
المناسب غالبا أن نتعامل مع العناصر الواحدية غير القابلة للتحليل» لأنه لاييكن 
لعنصرين مختلفين من هذا النمط أن يكونا متشاركين. ومن هذا المنظور» فإن العناصر 
الواحدية غير القابلة للتحليل تشابه العناصر الأولية الموجبة في 7. الآن» يمكن أن 
نكتب مبرهنة التحليل الوحيد في KIX]‏ بشكل أقوى. كما يلي : 

إذا كان f © K[x]‏ ± 0ء ails‏ يكن fULS‏ على الشكل f = 4p ... p,‏ حيث ۾ 
pol.‏ غير ضفري والعناصر ,م كثيرات حدود واحدية غير قابلة للتحليل و0</. في 
مثل هذا التحليل + يكون السلمي © وحيد التعيين: وتكون poll‏ الواحدية غير القابلة 
للتحليل p ..., P,‏ معينة تحت سقف الترتيب الذي تظهر به . 

قبل أن نبدأ بتطبيق مبرهنات الترفيق الموجودة ذ في الفصل الثامن على ۷» حيث 
۷ حلقية على K[x]‏ فإننا نحتاج إلى التأكد من Val‏ مولدة نهائيا . 


)4 0-4( مأخوذة 
إذا استخدمنا الترميز المقدم أعلاه فإن ۷ حلقية فتل مولدة نهائيا على K[X]‏ 


البرههان 

VILA iiss wr VAY pH‏ . عتدئذء يكن كتابة أي EV pare‏ نا على 
الشكل ,24,۷ = نا حيث K‏ © ,4. بما أننا نستطيع أن ننظر بابس ای چ 
كثيرات حدود ثابتة » فإنه يكن النظر إلى على أنه تركيب خطي من ۷ حيث 
تنتمي المعاملات إلى KE]‏ وبالتالي OB‏ ,۷ .... ۷ بمو ابو 

الآنء با أن ” = edimV‏ فإن العناصر (۷)" ,... ,(۷)» v,‏ (التى عددها 1 (n+‏ 
Mews phd‏ عط اع الى E‏ زفت pale dip‏ گنک ی iby‏ اسای 
الأقل لا يساوي الصفرء بحيث 


by +b, av) + ... +b, av) > 0 


التحويلات Abd‏ المصفوفات والأشكال القانونية ۳1 


إذن 0 = fv‏ حيث / كثيرة الحدود غير الصفرية "بد ,م + ... + تدرط + رط. إذن V‏ حلقية 
فتل . 

الآن» نستطيع تطبيق المبرهنة (Y-A)‏ على ad, EV‏ أنه إذا نظرنا إلى ۷ على 
أنها حلقية على KE]‏ فإنه يمكن التعبير عن ۷ كمجموع مباشر ,۷ ® ... © ,۷= ۷ 
حيث كل ,۷ هي Lab‏ جزئية دوروية غير تافهة مرتبتها ,4 و ,4| di |٠٠“‏ . بما أن 17 
حلقية فتل فإنه لا تظهر al‏ حلقية جزئية دوروية عديمة الفتل» وبالتالي يكن أخذ 
كل ,4 على أنها واحدية. با أننا قد فرضنا أن كل ,۷ مختلف عن }0{ فإن كل d,‏ 
مختلف عن 1 . COV‏ إن كل ,۷ فضاء جزئي لامتغير بالنسبة إلى © وبالتالي ينتج من 


.a;=aly, حيث‎ a= 4, © ... © أن به‎ )5-11١( 


)1-15( تعريف 

ليكن » تحويلا خطيا VI‏ ولتكن ‏ حلقية على [×]۸ بواسطة a‏ . نقول إن » 
دوروي من ا مرتبة f‏ إذا كانت ا حلقية ۷ دوروية من ا مرتبة S‏ 

نترك دراسة هذا المفهوم بشكل مؤقت» ويمكننا الآن أن نستنتج من المبرهنتين 
(Y-A)‏ و (0-A)‏ مايلي: 


)۷-١١(‏ مبرهنة 

End VS‏ > ». عندئذ» يكن التعبير عن 0 على الشكل 
a,‏ © ... © ,¢ = 0(0 < 5) حيث : 
(i)‏ ,0 تحويل خحطي دوروي مرتبته كثيرة حدود واحدية غير ثابتة ed,‏ 
alld Gi‏ 

إن كثيرات ا حدود الواحدية الناتجة عن تفريق ل :0 محقق ل (1) و (ii)‏ تكون 
معينة بشكل وحيد بواسطة 0 . 

إن النص المتعلق بالوحدانية صحيح» لأن أي تفريق من هذا النمط ل © يقابل 
تفريقا «لامتغير الفتل» ل ۷ حيث ۷ حلقية على [×]۸. JIL‏ » من )١5-/(‏ نحصل 
على ما يلي : 


yy‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


)8-11١(‏ مبرهنة 
لیکن «Lise .@ € End V‏ يكن التعبير عن © على الشكل 
A= 0: © ... © 0, (r > 0)‏ حيث كل ,0 تحويل خطي دوروي مرتبته قوة )0 > ) Gi!‏ 
حيث ,4 كثيرة حدود أولية واحدية . 
إن مجموعة القوى الأولية الواحدية الناتجة عن تفريق من هذا النمط ل»» تكون 
معينة بشكل وحيد بواسطة © تحت سقف الترتيب الذي تكتب القوى به. 


ملاحظة 

إذا نظرنا إلى الفضاء الجزئي ,۷ الذي يؤثر » فيه على أنه حلقية على KE]‏ فإن 
هذه الحلقية دوروية ومرتبتها قوة عنصر أولي» وبالتالي» بالاستناد إلى (VIKA)‏ نجد 
أنها غير قابلة للتفريق . )603 لا يكن تفريق ,۷ إلى مجموع مباشر لفضاءين غير تافهين 
ولامتغيرين بالنسبة إلى ٠0:‏ وبالتالي فإن تفريق © المعطى أعلاه في )8-١١(‏ هو 
«التفريق الأكثر تهشيما» الذي يكن الحصول عليه . 

الآنء نسأل أنفسنا عن معنى كون التحويل الخطى دورويا من المرتبة #. للإجابة 
عن هذا السؤال» wl Si Laas‏ بشراض درو كتير E‏ 
(minimal polynomial)‏ لتحويل خطى 0 . 

ليكن }0 = Js {h e K[x]: h(a)‏ إذن» ل تتكون من جميع كثيرات الحدود 
h =a, + ax + ... +a, x € Kix]‏ التي تحقق 0 = ay + a,Q(v) + ... +a, œ (v)‏ 
لكل ۷ ve‏ يستطيع القارئ أن يثبت بسهولة أن ل مثالي في K]‏ علاوة على ذلك 
فإننا ندعي أن( 40 J‏ في الحقيقة » بالنسبة إلى عملية الجمع وعملية الضرب السلمي 
End, V op‏ فضاء متجه بعده n?‏ على . إن أسهل طريقة لرؤية ذلك هي استخدام 
الحقيقة التي مفادها أن oly (End, V = M, (K)‏ نلاحظ أن M (K)‏ فضاء متجه على K‏ 
أساسه مكون من ۶ مصفوفة E‏ حيث ر٤‏ هي المصفوفة التي تحتوي على ! في المكان 
Gi‏ وعلى 0 في الأماكن الأخرى . إذنء إن العناصر A‏ .....4 ,1 التي عددها 
1 + ۶ تكون غير مستقلة خطيا على × (حيث 1 يرمز إلى التحويل الخطي المحايد)» 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية yry‏ 


وبالتالى فإنه توجد عناصر مناسبة K‏ ع ca,‏ أحدها على الأقل مختلف عن الصفر» 

بحيث 0= "20 4+۰۰۰+4 + او حيث 0 يرمز إلى التحويل الصفري . 

وبالتالى ao + aX + +a 2 x” ob‏ كثيرة حدود غير صفرية منتمية إلى ل. 
عندئذ» نستنتج من الملاحظات التي تلت )5-١١(‏ أنه يوجد مولد واحدي وحيد 

ذل ويسمى هذا المولد كثيرة الحدود الأصغرية ل ونرمز له mind j JL‏ لاحظ أن 

min »‏ كثيرة حدود فى KE]‏ وأنها معينة بشكل وحيد بواسطة الخواص التالية : 

ga) = 065 minalg (i) 

(ii)‏ 22120 واحدية. 

ينتج من (i)‏ أنه إذا كانت ۾ كثيرة حدود غير صفرية بحيث 0 = OB » g(a)‏ 
درجتها تكون أكبر من أو تساوي درجة » .min‏ إذن» » min‏ هي أيضا كثيرة الحدود 
الواحدية الوحيدة ذات الدرجة الصغرى التي تفني © . وبلا شك op‏ القارئ قد آلف 
معظم هذه المعلومات التي هي من مبادئ الجبر الخطي . 


)4-44( مأخوذة 

لیکن ٤ End V‏ 0 . عندئذ» فإن A‏ دوروي إذا وفقط إذا كان يوجد V‏ © ۷ 
بحيث تكون العناصر ... av), OV),‏ ,۷« مولدة ل ۷ (كفضاء متجه) . فى تلك ا حالة » 
إن Uy v‏ ۷ كحلقية على KLE‏ وإن مرتبة :0 هي كثيرة ا خدود الأصغرية OS‏ 


البرههان 

بالطبع » إن القول Ob‏ العناصر ....():0 ,« تولد ۷ يعني أنه يمكن التعبير عن كل 
عنضر فى ۷ كت ركيب خطى من مجموعة منتهية من هذه العناصر . نفرض أن ...,(نا)0 v,‏ 
تولد ۷ ies,‏ إذا كان /آ € av + av) +... +a, 0')0( Ob cı‏ = باحيث a, 6 K‏ 
pole‏ مناسبة ويمكن لبعضها أن يساوي الصفرء وبالتالي OP‏ ۷ع = » حيث 
+a, xX € Kix]‏ ... + ×4 + ره = م. إذنء إن ۷ يولد V = Ky‏ كحلقية على 
KE]‏ بالعكسء إذا كان «[»]۸ = V‏ وإذا عكسنا الحجة المستخدمة أعلاه» فإننا نجد 
أن v, aC),‏ تولد ۷ . 


Tie‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


بالاستناد إلى التعريف .)5-١١(‏ نجد أنه إذا كانت مرتبة © هي f‏ فإن مرتبة ۷ 
هي f‏ حيث ۷ يولد ۷ كحلقية على tK[x]‏ أي a fal‏ المولد الواحدي الوحيد للمثالي 
0)۷ . ولكن بالاستناد إلى الملاحظة الثانية التي تلي المبرهنة )١١-7(‏ فإن: 

o(v) = {8 € K[x]: gV = {0}} = {g € K[x]: g(a) = 0}‏ 
وإن المولد الواحدي الوحيد لهذا المثالى هو » min‏ وذلك بالاستناد إلى تعريف كثيرة 
الحدود الأصغرية . 1 
يوضح المثال التالي المفاهيم التي قدمناها حتى الآن . 


Jue 
وأساسه (,نا) وليكن ,0 هو التحويل‎ Q ليكن ,۷ فضاء متجها بُعده 1 على‎ 
Obed الخطي الوحيد ل ,۷ الذي يرسل ,۷ إلى ,«-. واضح أن ,۷ حلقية دوروية على‎ 
× + 1 إن مرتبة ۷هي‎ V لأن ,7 يولد‎ v, بواسطة ,© وأن هذه الحلقية مولدة بالعنصر‎ 
ولأن أية كثيرة حدود غير صفرية لا‎ . ) + Iv, > لأن 0 = ,۷ + ,۷ - = ۷ + (,«) ريم‎ 

ترسل Sy,‏ الصفر إذا كانت درجتها أقل من درجة 1 + ×. 
لیکن V,‏ فضاء متجها بعده 2 على () وأساسه vs‏ ,رلا) » وليكن ,© هو التحويل 
الخطي ر۷ الذي مصفوفته بالنسبة إلى هذا الأساس هي 
2 1 
2 1 
إذن» ,2 = )ر و a (v) = 2v, + v,‏ . واضح أن يلا و RD EESSI ACA‏ 
خطيا على Q‏ وبالتالي فإنهما يولدان ر۷ ؛ إذن V,‏ حلقية دوروية على KIX]‏ بواسطة 
a,‏ مولدة بالعنصر ر۷. نلاحظ أن 2(v,) = v,‏ -يه) و 0 = (21()0 =- «(a‏ 
وبالتالي فإن 0 = ي/”(2 (x=‏ . إذن ره min‏ يقسم 2(2 ex-‏ وبا أن 0 0-21 
فإنه ينتج أن *(2 - emina, = x‏ وبالتالي فإن ”(2 - :«) هي مرتبة ر۷ . 
الآنء Vig SI‏ © ,۷ = ۷. نستطيع أن ننظر إلى ۷ على أنه فضاء أساسه 
{My Vy ۷,‏ ليكن يه © a= a,‏ بالنسبة إلى هذا الأساس فإن مصفوفة © هي 


التحويلات الخطية ء المصفوفات والأشكال القانونية Yo‏ 


0 0 1- 
020 
12 6 
الآنء )15 نظرنا إلى ۷ على أنها حلقية على QR]‏ بواسطة a‏ فإن V‏ حلقية 

جزئية دوروية مرتبتها 1 + × مولدة بالعنصر ر۷ وإن V,‏ حلقية جزئية دوروية مرتبتها 
(x - 2)?‏ مولدة بالعنصر ov,‏ با أن 1 + عدو 8-2(2) أوليتان نسبياء فإننا بالاستناد إلى 
(Y-A)‏ نجد أن ۷ دوروية من المرتبة 2(2 -)(1 + ) ومولدة بالعنصر ۷ = را + ۷. 
يستطيع القارئ بسهولة إثبات أن ()02 Vl v, al),‏ علاوة على ذلك بالاستناد 
إلى C A)‏ فإن ۷ هي المجموع المباشر لحلقية جزئية دوروية مرتبتها 1 + × مولدة 
بالعنصر 2(20 (X‏ ومن حلقية جزئية أخرى مرتبتها )2 = (x‏ مولدة بالعنصر 
Dv‏ + ). واض حم أن (a, - 21)v, = 9v,‏ = ,2(۷ -) = 2(۷ - ٭) وأن 
(x+ 1(۷, = @(v,) +v, = 3v, + v,‏ = 1(۷ + ). وواضح أن ,9 مولد آخر ل ,۷ء 
ويستطيع القارئ أن يرى بسهولة أن ,۷ + ,3 يولد ر۷ = يجب أن يكون الوضع كذلك 
لأن ,۷ و V,‏ هما المركبتان الأوليتان VI‏ وبالتالى فإنهما وحيدتان» وذلك استنادا 
إلى .)٠١-۸(‏ إن فهما سليما لهذا المثال البسيط سوف يكون مفيدا جدا للقارئ في 
المرحلة القادمة . 1 


الآنء سوف نبين أنه يكن إعطاء مصفوفة التحويل الخطي الدوروي أشكالا 
بسيطة متنوعة وذلك عن طريق الاختيار الحكيم للأساس . 


)١١-١١(‏ مأخوذة 

لیکن :0 حويلا خطيا VI‏ وافرض أن » دوروي مرتبته .f‏ علاوة على ذلك » 
افرض أن (0) < ۷. لتكن Of‏ = ”هى درجة f‏ وليكن ۷مولدا VI‏ كحلقية على 
Kix]‏ بواسطة » . Üe‏ إن العناصر Sy, 0 a” wv)‏ أساسا ل ۷ . وبوجه 
حاص إن 9f = dimV‏ . 


wi‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


البرههان 
بالطبع» لقد فرضنا أن f‏ واحدية. با أن (0) Ve‏ فإن #1 f‏ وبالتالي فإن 
Of =m>0‏ 
أولاء سنثبت أن HV), ...: a-y‏ ,۷) مستقلة خخطيا . لتكن by over By‏ 
عناصر في K‏ بحيث 0 = a")‏ رط + ... + by + bay)‏ عندئذء إن 
Ab HORE wh Ds v= 0‏ 
f 03]‏ (أي مرتبة ۷ ) تقسم +B, x!‏ ... + ×ط + رط ونلاحظ أن درجة كثيرة الحدود 
هذه هي أقل من أو تساوي 1 -71. بما أن 0 > Of = m‏ فإن كثيرة الحدود تلك هي كثيرة 
الحدود الصفرية. إذن 0 = „b = ... = b,‏ 
الآنء سنثبت أن العناصر المعطاة تولد ۷ . ليكن ۷ > ::. با أن« يولد ۷ كحلقية 
على KE)‏ فإنه یو جد K[x]‏ © ۸ بحيث ۸۷ = » . بالاستناد إلى خاصة القسمة ABV‏ 
فإننا نستطيع أن نكتب ۲ + h = fq‏ حيث Or > Of‏ عندئذ» إن 
.u = hv = (fq + ry =qfv+rv=rv‏ 


الآنء Íris o)‏ من أو تساوي | om‏ وجالتالى :فإ تاد الک کل 


Sess) rr ee داق اد‎ 

iS SEY FQ Hasê, 
إن هذا ينهي‎ -K ,لا على‎ QC), ..., a" '(v) وبالتالي فإن » تر كيب خطي من العناصر‎ 
. برهان المأخوذة‎ 


)١11-11(‏ نتيجة 
إذا استخدمنا الفرضيات ا موجودة فى OB :)٠١-١١(‏ مصفوفة 0 بالنسبة إلى 
الأساس V, AV), .... OV)‏ هي 


التحويلات الخطية » المصغوفات والأشكال القانونية VY‏ 


010-0 -a 
00-- 1 0 -a,_» 
0 0 a= O 1 =a.) 
fH At AX + Fa, ارق‎ EA Cem 
وعناصر العمود‎ ١ مباشرة تساوي‎ bill تقع أسفل‎ ICF) وهكذا فعناصر‎ 


الأخير في (/)© هي معاملات f‏ بعد حذف ال معامل الأعلى وتغيير إشاراتها» وتساوي 
عناصر (1)) المتبقية الصف . 


البرههان 
إذا v, = at(v) Les‏ لكل ob = 0, 1, m-l‏ 


alv) = O.v, + Iv, + Ov, +... + Ov 


m-i 


m-l 


alv) = 0.v, + Ov, + Lv, +. + Ov 


UEP NON « +00, 4+ 5 

oY وذلك‎ atv, (ر_‎ = av) = -a,v—a,av)—...-a,_, a"-"(v) الآنء إن‎ 
إذن‎ . f(a@(v) = 0 

Ov, از‎ =-@)V—-—@,V,—-.- a 

عندئذ» نحصل على النتيجة المطلوبة بالاستناد إلى تعريف مصفوفة التحويل الخطى 
بالنسبة إلى أساس معطى - انظر (1) في البند الأول من هذا الفصل . 1 


ia‏ ادم 


)١5-15(‏ تعريف 
إن المصفوفة Cf)‏ تعين بشكل وحيد بواسطة f‏ تسمى «المصفوفة 
الرفيقة» f J(companion matrix)‏ . )> أن CCF)‏ معرفة فقط لكثيرات ا حدود 

الواحدية غير الثايتة Of‏ 


YYA‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


في الحالة التي تكون فيها f‏ قوة عنصر أولي» فإنه يوجد اختيار آخر للأساس 
بحيث يعطينا مصفوفة مختلفة (OS‏ ويعتبر هذا الاختيار مهما. سوف نناقش فقط ماذا 
يحدث عندما تكون درجة العنصر الأولي تساوي 1 ؛ وغالبا ما يحدث هذا في 
التطبيقات بسب ANA eel‏ 1 


)4-44( مأخوذة 
إن العناصر الأولية في [:]:)هي بالضبط كثيرات ا حدود التي تساوي درجتها 1. 


البرههان 

لتكن م كثيرة حدود أولية فى Chix]‏ عندئذ» بالاستناد إلى التعريف فإن م 
لبك ااا وبالقالى Cie y di] oe‏ بیت وهر pS ple‏ بست 
الخواص المشهورة Jab‏ الأعداد المركبة (المبرهنة الأساسية فى الخبر): )03 بالاستناد 
إلى ٠١-1‏ ) فإن |( -:) . با أن م أولية (وبالتالي غير قابلة للتحليل) فإنه يجب أن 
يكون م - همان وبالتالي فإن درجة مهي 1 . يهنن ا stig‏ إن العكس 
واضح . 


ملاحظة 

من الممكن أن نستخدم هنا أي حقل مغلق جبريا بدلا من ). نقول إن الحقل K‏ 
مغلق جبريا (algebraically closed)‏ إذا كان يوجد جذر في 5 لكل كثيرة حدود 
درجتها أكبر من أو تساوي 1 في [:]. 


)44-£ 1( مأخوذة 
لیکن 0 تحویلا خطيا دورويا ل لامرتبته (K-A)‏ حيث ۸ € ۸و 0 n>‏ لیکن 
مولدا ل ۷ كحلقية على K[x]‏ بواسطة d‏ . عندئذ» إن 
AT)(v), ..., (@ — AT)" '(v)}‏ ح {v. (a‏ 
أساس VI‏ وتكون مصفوفة » بالنسبة إلى هذا الأساس هى : 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية Yra‏ 


2 خم‎ 0 0 
1 O a Û O 
0 1 ع‎ = 0 0 
J(A,n) = FE Fy % g g3 
0 2 0 
0 D A 


حيث JOA, n)‏ مصفوفة من النوع X n‏ بحيث عناصرها القطرية تساوي 1 وعناصرها 
التي تقع أسفل القطر مباشرة هي 1» poles‏ الأخرى تساوي 0. 


البرهان 

سبق أن علمنامن (١١-١٠)أن2‏ = ¢dimV‏ إذن يكفي إثبات أن 
{v, )4- 21()1(( , ..., )4- 21("-!)((‏ مستقلة خطيا على ۸ . oy‏ النقيض وتختار 
العناصر by By 5,_, EK‏ بحيث يكون أحدها على BW‏ مختلفا عن الصفر 
وبحيث 

by + b((a— A1)(v) +.. +b, (a - A1)" 71)v) = 0 

نختاربحيث0- , b, #0,b =.= bd,‏ عندئذء إن 0 = gv‏ حيث 
+b (xA) + ... bay‏ رط = .g‏ علاوة على ذلك» إن 0 م OV‏ معامل “د 
فى ۾ هو 40 .b‏ مما أن مرتبة ا ھی |g Ob -An‏ "(2-*) . ولكن > ۲ = Og‏ 
OG, Neti pe‏ فس hin‏ اي إذن (()! {v, (@— A1(v), ..., (@— AD"‏ 

لیکن (۷) 2۸17 -») = بلا لكل 1 دم,.....1 f=,‏ عتدكل» إن 

0 لكل ۸-1 > زرك‎ ay.) = (a— 21()0( + Av, =v; + Ay, 


oly 
ay, )=(@-AD(v,_,) + Av,_, = (@-AD"(v) + Av, _ = Av 


ادم 1 


وهكذاء فإن: 


Yes‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


alv) = Av, + vi 


وا + av) = Av,‏ 
av, _») = dv, -2 + Ya -1‏ 
av, p) = Avie‏ 
وبالتالى فإن مصفوفة © بالنسبة إلى , _,۷ {Vy‏ هى المصفوفة المكتوبة أعلاه . 


)10-14( تعريف 

تسمى كل مصفوفة من الشكل n)‏ ,1)2 «مصفوفة جوردانية ابتدائية من النوع 
«(elementary Jordan A-matrix) A‏ وأحيانا تسمى امصفوفة جوردانية ابتدائية) . 
إن J(A, n)‏ هي ا مصفوفة ا جوردانية الابتدائية ا مصاحبة لكثيرة ا حدود (x= AY"‏ 


ه - الأشكال القانونية 
òY‏ نحن على استعداد لتقديم بعض الإجابات التي تتعلق بالمسائل التي 
3d jb‏ بداية الفصل . 


)1 11-4( مبرهنة 

لیکن :0 نحويلا خطيا ل ۷. عندئذ» يوجد أساس ۷ل ۷ بحيث 

M(a, v) = C(d) © ... © Cd) 

إحيث Cd)‏ هي المصفوفة الرفيقة لكثيرة حدود واحدية غير ثابتة d,‏ وحيث 
يه | | .d‏ 

إن كثيرات ا خدود الواحدية ا مذكورة أعلاه معينة بشكل وحيد بواسطة 0 . 

وإذن» توجد القطاعات Cid), .... Cd)‏ فى المصفوفة Mla, v)‏ بشكل 
متسلسل على قطرها . إن النص المتعلق بالوحدانية» AAE hla‏ 
بحيث MCa, u) = Cg) © ... OC)‏ حيث g,‏ .... , 8 كثيرات حدود واحدية 
٠٠‏ |رقء فإن 5 -+و,ق = 4 لكل 1...5 = 1. لاحظ أنه بالرغم 


غير ثابتة بحيث ,8 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية ١‏ 


من Ll‏ ندعي أن شكل ا مصفوفة وحيد» فإننا لا ندعي أنه يوجد أساس وحيد ل ۷ 
بحيت تكون المصفوقة بالق لمن JAND‏ 
البرهان 

بالاستناد إلى (۷-۱۱)» فإن ,0 © ... © ,» = » حيث ,0 تحويل خطي دوروي 
Shodan sys‏ في فضاء pipe‏ ,لاهن لاو,4 |:| 4. isase‏ فإن 
OY,‏ ... © ,۷ = ۷ وإن aly,‏ = ر . و بالاستناد إلى VINNY)‏ فإنه يوجد أساس 


۷ ل ,۷ بحيث Cd) MCA, v) = Cd)‏ هي المصفوفة الرفيقة ل,4. بالاستناد 
s .‏ 
إلى (١١-۲)ء‏ فإن مصفوفة » بالنسبة إلى v= vl‏ هي المجموع القطري 
j i=l‏ 


. 0)0(( © ... BCA) وبصورة أخرى‎ MA, VO) للمصفوفات‎ 

Vol VJu لأساس آخر‎ 1)», u) = C(g,) © ... © C(g,) إذا كان‎ SI 
,لاوإن» يتفرق إلى الشكل‎ © ... OU, إلى الشكل‎ CVV) يتفرق» كما في‎ 
مصفوفة 8 بالنسبة إلى‎ Cle) وحيث‎ Bi alu, حيث‎ » = 8, © ... © 8 
دوروية مرتبتها ,۾‎ U فإننا نجد أن‎ »)١1١-11( أساس مناسب ل ,1 . وإذا عكسنا حجة‎ 
مولدة بالعنصر الأول في الأساس المتكلم عنه. إذن» ,8 دوروي‎ CKE] (كحلقية على‎ 
وأن ,م = ,4 لكل‎ = s مباشرة) أن‎ (0-A) (أو من‎ )7-١11( وينتج من‎ g مرتبته‎ 
SES lyes 

كما شرحنا في مطلع هذا الفصل فإنه لكل مبرهنة متعلقة باختيار مصفوفات 
التحويلات الخطية توجد مبرهنة مكافئة متعلقة بتشابه المصفوفات . وفى حالة المبرهنة 
OT-‏ فإن المبرهنة المصاحبة هي النتيجة التالية . 1 
(11-/117) مبرهنة 

إذا كانت ۸ مصفوفة من النوع :7 »71 على K‏ فإن ۸ تشابه (على (K‏ مصفوفة 


وحيدة Cld,) © ... © Cd)‏ من النوع n‏ × ۸ حيث C(d)‏ هي ا مصفوفة الرفيقة لكثيرة 
حدود واحدية غير ثابتة ,4 وحيث ,و | | -di‏ 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


نا 


(۱۸-۱۱) تعريف 


تسمى ا مضفوفة ا موضوفة فى (١١-5١)«الصفوفة‏ القانونية النسبية» 


)١ا!/-١١( ل 0 . تسمى المصفوفة الموصوقة فى‎ (rational canonical matrix) 
. AJ (rational canonical form) «الشكل القانوني النسبي»‎ 


ملاحظات 


نستخدم المصطلح «نسبي» للدلالةعلى شيء يعتمد فقط على «العمليات 
النسبية» التي تعني الجمع i‏ الضرب» الطرح والقسمة » وبالتالي فإنه يمكن إجراء 
هذه العمليات داخل أي حقل . 

في كل فصل من فصول تشابه المصفوفات من النوع ۸ ×۸ على K‏ » توجد 
بالضبط مصفوفة واحدة من الشكل BCMA)‏ ... © (,4)© - وتلك هي قوة 
المصطلح «الشكل القانوني». ومن أجل أن نقرر فيما إذا كانت مصفوفتان 
متشابهتين آم لاء فإننا ببساطة نحسب الشكلين القانونيين لهما ونقارنهما من 
زاوية المساواة والاختلاف . إذن». يوجد تقايل واحد لواحد بين فصول التكافؤ 
للمصفوفات من nX ng sll‏ على K‏ بالنسبة إلى التشابه والمتتاليات ,4 ,... dy‏ 
المكونة من كثيرات حدود واحدية غير ثابتة على ۸ التي GA‏ 


dd =n (ii) P d,|--|d, ® 
i=l 


إذا مددنا فكرة التشابه إلى الحلقة End, V‏ عن طريق التماثل End ۷ =M (K)‏ 
أو عن طريق مكافئ آخر حيث نقول إن © يشابه © إذا كان يوجد PU‏ ذاتي B‏ 
VI‏ بحيث 70:8 = »» فإننا نحصل على تصنيف مشابه لفصول تشابه 
.End,V‏ 


الآن» سنحصل على الشكل القانوني النسبي الأولي من تفريق الحلقية إلى 


-1 


مجموع مباشر لحلقيات دوروية أولية. 


التحويلات الخطية؛ المصفوفات والأشكال القانونية Vey‏ 


day (44-44)‏ 
لیکن :0 حويلا خطيا ل ۷. عندئذ» يوجد أساس ۷ل ۷ بحيث 
BC(g)‏ ... © زر و)0 = M(a, v)‏ 
حيث كل ,8 قوة (0 < gi! (s;‏ لكثيرة حدود أولية واحدية ,4. 
إن القوى ,ع ,... ,۾ ا مكتوبة أعلاه معينة بشكل وحيد بواسطة » وذلك تحت 
سقف الترتيب الذي تظهر به تلك القوى . 
في حالة المصفوفات » يكون النص المقابل هو المبرهنة التالية . 

(Ys—1 4)‏ مبرهنة 
إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع 1 على 16 » فإن 4 تشابه (على ۸ ) مصفوفة 
من النوع ۸ × ۸ ومن الشكل Clg)‏ © ... © (ع)© حيث كل ب قوة (0 < qi’ (si‏ 
لكثيرة حدود أولية واحدية ,4 . إن هذه ا مصفوفة معينة بشكل وحيد تحت سقف ترتيب 


القطاعات C(g,)‏ على القطر . 


إثبات المبرهنة )9 (V4-9‏ 

A- بالاستناد إلى‎ .)١7-١١( هذا البرهان بنفس الطريقة المتبعة في‎ jon 
تحويل خطي دوروي مرتبته قوة غير تافهة‎ pa حيث كل‎ » = », © ... © 9, ob 
. لكثيرة حدود أولية واحدية» وبعد ذلك نتبع الطريقة السابقة‎ 

إذا بدلنا عناصر الأساس « في (۱۹-۱۱)ء فإننا نستطيع أن نرتب الأمور بحيث 
نجمع على القطر معا المصفوفات الرفيقة المقابلة للقوى ي التي هي قوى لنفس كثيرة 
الحدود الأولية 4ء ثم نرتب هذه المصفوفات وفقا لتزايد5 (وبالتالي وفقا لتزايد السعة) . 
ولكن بوجه عام لا توجد طريقة لتحديد الترتيب الذي تظهر به القطاعات المجمعة 
المقابلة لكثيرات حدود أولية مختلفة . 


(11-11) تعريف 
إذا رتينا القطاعات القطرية فى مصفوفة :.)١9-١١(‏ كما وصفنا أعلاه» فإننا 
نسمى تلك ا مصفوفة «مصفوفة نسي لي« (primary rational matrix)‏ ل 0 . l;‏ 


Yee‏ تطبيقات على الزمر والمصفوقات 


رتبنا القطاعات القطرية في مصفوفة :)3١-١١(‏ بشكل مشابه» فإننا نسمى تلك 
المصفو: فة «شكلا قانونيا تسيا أوليا» A J(primary rational canonical form)‏ 55 غالبا 
مانسمى قوى العناصر الأوا لية المستتخدمة «القواسم الابتدائية) (elementary divisors)‏ 
ل (أو (AS‏ إذن» القواسم الابتدائية OS‏ هي اللامتغيرات الأولية للحلقية ا مصاحبة 
ل 0 على [ند] ءا . وينتج من ا مبرهنات ا مذكورة أعلاه» OF‏ مصفوفتين من النوع XN‏ 
على K‏ (أو تحويلين خطيين (VI‏ تتشابهان» إذا وفقط إذا كان لهما نفس مجموعة 
القواسم الابتدائية . 

OY مسا‎ WKS القانوني یکو روات م إن هذا لمن‎ ISA فصل إلى‎ oll 
لمكن‎ cele کیرات ادو د: وبوجه‎ Vales عل سل‎ 3 Jill le datas 02 yy 
حل هذه المعادلات عن طريق العمليات النسبية . من ناحية أخرى» يكن دائما حل‎ 
. € هذه المعادلات على حقل مغلق جبريا مثل‎ 


(Y Y-A 4)‏ مبرهنة 
ليكن :0 تحويلا خطيا لفضاء V‏ بعده den‏ حقل الأعداد ا مركبة ). عندئذ» 
dm‏ أساس نآل riaa‏ 
M(a, v)=J(A,,n,) © ... BJA, n)‏ 
حيث كل ( ,3)2 مصفوفة جوردان الابتدائية لقوة عنص رأولي )0 > (x= 2i)" (nj‏ 
إذاكانت مصفوفة » بالنسبة إلى أساس ما ۷ هي ا مجموع القطري ‏ مصفوفات 
جوردانية ابتدائية » فإن هذه ا لمصفوفات هي ا مصقوفات ا مذكورة أعلاه مأخوذة بترتيب 
wb‏ 


البرهان 
بالاستناد إلى .)8-١1١(‏ فإن ,» © ... © a,‏ = » حيث كل ,© تحويل خطى 
دوروي لفضاء جزئي ,۷ من ۷ ومرتبة :© قوة (0 < (nj‏ "/4 لكثيرة حدود أولية واحدية 


C الآن» با أننا نعمل على الحقل‎ a = aly, ۷و‎ = ۷, © ... OV, عندئذ» فإن‎ ~q, 


التحويلات الخطبة ء المصفوفات والأشكال القانونية Yé‏ 


× - À, تخبرنا أن ,4 خطية» وبالتالى فإن ,ي تكون من الشكل‎ )١١-١١( المأخوذة‎ ob 
بحيث‎ VJ فإنه يوجد أساس‎ )١5-11١( بالاستناد إلى‎ .2, Cle لعنصر‎ 


k 8 
فإن (۲-۱۱) تعطينا‎ ev= [v وبالتالی فإنه إذا كان‎ Ma, v) = JA, n) 


i=l 

Mla, v) =J(A,, :( ©... OIA, n)‏ لاحظ أن تفريق ۷ المستخدم هناء هو نفس 
التفريق الذي يعطينا مصفوفة » النسبية الأولية ؛ ونحصل على المصفوفة الحالية عن 
طريق اختيار أساسات مختلفة فى مركبات ۷ . 

إن برهان النص المتعلق بالوحدانية يتم بالطريقة المعتادة. إذا كانت uy‏ ,1/)0 
مجموعا قطريا لمصفوفات جوردانية ابتدائية بالنسبة إلى أساس ما ء فإن © يتفرق 
كمجموع مباشر لتحويلات خطية دوروية مراتبها قوى عناصر أولية» وهذه القوى 
تصاحب هذه المصفوفات الجوردانية . عندئذ» ينتج من )۸-١١(‏ أن مجموعة قوء 
العناصر الأولية المذكورة هي نفس المجموعة الموجودة مع التفريق الأصلي» وهذا هو 
we phl‏ 

كما هو معتاد» OG‏ هناك نتيجة dg lis‏ تتعلق بالمصفوفات . 


(5-11؟) مبرهنة 

كل مصفوفة من النوع ۸ “على )تشابه (على .)) مجموعا قطريا لصفوفات 
جوردانية ابتدائية . إن المصفوفات ا جوردانية الابتدائية الموجودة في هذا المجموع 
القطري معينة يشكال وجي د تحت سقف النزتيب الذي هري 

إذا بدلنا عناصر الأساس ۷ في )۲۲-٠١(‏ عند الضرورة» فإننا نستطيع أن نرتب 
الأمور بحيث نجمع معا القطاعات (/ ,1)4 المقابلة لقيمة معطاة AS‏ ثم نرتبها على 
القطر وفقا لتزايد السعة . إذن» إذا كانت يلم My, wy‏ هي قيم ۸ المختلفة الموجودة فإن 

M(a, v)=J,®... SJ, 

حيث ) (Uj. 3: ( B+ © I(un; y‏ ل = ولع وك حساك Hoik ty Say‏ 
C‏ غير مرتب» فإنه لا توجد طريقة طبيعية لتحديد الترتيب الذي تظهر به المصفوفات 


3 تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


,ل. إن المصفوفات ,7 تقابل تفريق ۷ كحلقية على KET‏ إلى مركباتها الأولية» ويقابل 
التفريق الإضافي للمصفوفات J,‏ تفريق كل مركبة أولية ۷1 إلى مجموع مباشر LAL‏ 
جزئية دوروية أولية . 


)١4-1١(‏ تعاريف 

المصفوفة ا جوردانية من النوع (Jordan A-matrix) A‏ مجموع قطري OU pial‏ 
جوردانية ابتدائية من النوع ۸ لقيمة واحدة AS‏ مرتب وفقا لتزايد السعة . و ا مصفوفة 
ا جوردانية (Jordan matrix)‏ مجموع قطري لصفوفات جوردانية من النوع ۸ حیث 
تكون قيم ۸ مختلفة . بالاستناد إلى ١(‏ ۲۲-۱)» فإنه یکن تمثيل كل تحويل خطي :0 
لفضاء متجه ذي بعد منته 0 > C len‏ بالنسبة إل ىأساس مناسب » B pias‏ جوردانية . 
إن مثل هذه المصغوفة تسمى مصفوفة قانونية جوردانية (Jordan canonical matrix)‏ 
OS‏ تسمى كل مصفوفة جوردانية مشابهة مصفوفة معطاة A‏ من النوع denx ۸١‏ ) 
شكلا قانونيا جوردانيا je Us) Jordan canonical form)‏ نکتب AJSUCF‏ 
وكما سبق أن ش رحناء فإن 4 تعن هذا الشكل القانوني بشكل وحيد تحت سقف الترتيب 


الذي تظهر به القطاعات ا جوردانية من النوع ۸ على القطر . 


ملاحظات 

١‏ - بالرغم من أننا قد طورنا نظرية الأشكال القانونية الجوردانية على OBC‏ نفس 
النتائج تتحقق على أي حقل مغلق جبريا. 

ات إن التقائج التي حتصلنا عليها حتى الآن git‏ غير إنشائية لأنها لا تعظينا أية فكيرة 
عن الطريقة العملية لحساب الأشكال القانونية لمصفوفة معطاة؛ أو لتحويل خطي 
معطى . سوف نعود لمناقشة هذه المسألة في الفصل التالي حيث نكمل هذا 
gaai‏ 


5 - كثيرات الحدود الأصغرية وكنيرات الحدود المميزة 
سبق أن ذكرنا بتعريف كثيرة الحدود الأصغرية لتحويل خطي في البند الثالث . 
وبطريقة مشابهة» يمكن تعريف كثيرة الحدود الأصغرية لمصفوفة ؛ إذا كان 0 تحريلا 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية EV‏ 


خطيا ل ۷ء وكان ١‏ أساسا ما ل وكانت MA, v) =A‏ فإن» و 4 لهما نفس كثيرة 
الحدود الأصغرية لأنه لأي E KT‏ ۾» v) OB‏ ,(14)8)0 = (8)4. وهناك كثيرة 
حدود مهمة أخرى مصاحبة للمصفوفة المربعة» وهى كثيرة الحدود المميزة . 


(Yoi i)‏ تعريف 
إن كثيرة ا حدود ا مميزة (characteristic polynomial)‏ لصفو فة مربعة 4 على 
K‏ هى العنصر A)‏ -,06])3:1 الذي ينتمي إلى Kx]‏ ؛ ويرمز لها -chA po JL‏ 
l‏ لتكن شو كماهو مذكورآتقاء (boas‏ إذا كان × أساسا آخر VI‏ فإنه توجد 
مصفوفة قابلة للانعكاس X € M (K)‏ بحيث ×۸× = u)‏ ,14)0. الآن 
A)X)‏ — ,1( )اع = det(x1,, —X-'AX)‏ 
det)" det(x1, - A) detx‏ = 
det(x1, - A) = chA‏ = 
بكلمات أخرى» إن المصفوفات التى تمثل نفس التحويل الخطي 0 بالنسبة إلى أساسات 
مختلفة» فاش اشا نعرف كثيرة الحدود هذه على أنها كثيرة 
الحدود المميزة» -AJ ch‏ 
الآن» ستبحث كيف تدخل كثيرة ا لحدود الأصغرية وكثيرة الحدود المميزة بشكل 
مناسب ضمن إطار هذا الفصل . 


)4 ¥4-1( مأخوذة 

ليكن :0 نخويلا خطيا ل ۷» ولتكن Cd)‏ © ... © (0')0) هي ا مصفوفة القانونية 
النسبية aJ‏ عندئذ» l OG‏ 

cha=d,... d (i) smina@=d_ (i) 


البرهان 
(i)‏ إن أكثر ما يناسينا هنا هو أن نفكر بلغة الحلقيات. لدينا ,لا © ... © ,۷= ۷ 
كحلقية على KL]‏ حيث V‏ دوروية مرتبتها ,4 . ما أن od; |d,‏ فإن AV, = {OF‏ 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


لكل 5ك اك 1 وبالتالي فإن (OF‏ = 4۷. إذن 0 = (4)0 و ,4 | م حيث 
os .g = mina‏ القاحية الأتخرى:ه فإن0 = «g(a‏ وبالتالي فإن 
8V,‏ = ,)ع = (0) . إذن |g‏ ,4 . إذن ع - ed,‏ وبماأنكلامن gad‏ 
واحدية SẸ‏ ينتج gol‏ = ,4. 

لتكن C(d,) © ... © CUA)‏ = ۸. عندئذ» من التعريف ينتج أن 4 اه =» 1 . 
الآن [(,4)© - x1, -A=(x1,, -6)4,(( © = © (xl,‏ (حیٹ ,۸ 


درجة ,4)» وبالتالي Ob‏ 


YEA 


(ii) 


chA = det (x1, =A) = det (x1, ~C(d))) ... det (x1, —C(d,)) 


=chC(d,) ... chC(d,) 


Obed =a, taxt.. + إذا كان × + ۸۾‎ 


x QO & © & ap 
—| g Q« * a 


det (xl, - ©)4(( = det 


0 4 ةة‎ @ Bee 
0 0 - + -1 (x+a,_;) 


نستخدم الاستقراء الرياضي على r‏ لنثبت أن 4 = (0)© دك . إذا كان 1 = ٣‏ فإن المحدد 
المكتوت أغا يساوي ٩,‏ + ند كما هو منصوص . إذا كان 1 < 7. فإننا نفك المحدد عن 
طريق الصف الأعلى ونحصل على : 


chC(a, tatata Fre 


ابن عد معد FERO + UF‏ 


E +a, 


وبالتالى فإننا نحضل على النتيجة عن طريق الاستقراء . 
vs!‏ نحصل على ,4 ... cha = chA =chC(d,)...chC(d)=d,‏ کماهو منصوص . 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية YES‏ 


(17-11؟) مأخوذة 
لیکن Lai V‏ متجها على ) وليكن 0 تحويلا خحطيا VI‏ لتكن ,[ ® ... © ل 
مصفوفة قانونية جوردانية ل :0 حيث 
OIA, 5)‏ = ©(ردررة)ل - Ji‏ 
Ny Shn SS og‏ وجميع العناصر À,‏ مختلفة . عندئذ» إن 
cha =(x-4)" (x-4 ©‏ حيث m= Yn;‏ و 
J‏ 
ming =(x—A,)""5 (x-4) Gi‏ 


الرهان 
(i)‏ لتكن/ © ...© 7 = 8. إذن بالاستناد إلى الحجة المعطاة أعلاه» OB‏ 
cha =chB = [ | chJ(A;,n;;)‏ . الآن 
ij‏ 


اال عزنا مس Ai ge‏ 

(ii)‏ كماقلنافى السابق» إن كثيرات الحدود (x- Aj)‏ هى اللامتغيرات الأولية ل 
V‏ كحلقية على KE]‏ مصاحبة ل4 . بالاستناد إلى (15-11) فإن» ١أ"‏ هي 
لشي الل Le‏ اء [andy‏ علج كمايلى؛ لكل كقيرة تود أوالية 
نختار القوة العليا التي تظهر باعتبارها لامتغيرا أوليا ثم نكون حاصل ضرب 
هذه القوى لنحصل على المطلوب . (لقد استخدمت طريقة مشابهة في المثال 
الحلول في نهاية البند الثالث من الفصل العاشر) . 1 


Yo:‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


إذن» إن القوة الكلية التي تظهر بها (2-:) في » ch‏ تعطي سعة القطاع الجورداني 
الكلي من النوع 2 في مصفوفة جوردانية OI‏ وإن القوة التي تظهر بها BORA)‏ 
min a‏ تعطي سعة أكبر مصفوفة ابتدائية في القطاع الجورداني من النوع 2 . 


)١8-11(‏ نتيجة 
لكل حويل خطي 0 ولكل مصفوفة مريعة Oly min ach 6 oli cA‏ 
i . min A|chA‏ 
إن هذه نتيجة مباشرة للمأخوذة (VIAN)‏ وهى مبرهنة كيلى - هاملتون 
المشهورة بالنص التالي : كل مضفوفة تحقق كثيرة الحدود المميزة لها . 1 


(۲۹-۱۱۹) نتيجة 
لكل تحويل خطي » فإن » 115 و cha‏ يكون لهما نفس مجموعة العوامل غير 
القابلة للتحليل . 


البرهان 

ob min alch aol te‏ كل عامل غير قابل للتحليل mina J‏ عامل غير قابل 
للتحليل chart‏ من الناحية الأخرى» إذا استخدمنا الترميز الموجود في (AI‏ 
cha > 4, ... 4, OP‏ يقسم (min aY‏ > '(4). إذن كل عامل غير قابل للتحليل chats‏ 
عامل ل ')@ (min‏ وبالتالي هو عامل -minaJ‏ 


)8-94 1( نتيجة 
إذا كان 0 تحويلا خطيا Mee‏ با مصفوفة ا جوردانية J‏ فإن العناصر القطرية في ل 
هي بالضبط جذور » -ch‏ 
1 إن هذه نتيجة مباشرة للمأخوذة .)۲۷-١١(‏ إن جذور ٠1»‏ هي «الجذور 
المميزة» أو «القيم الذاتية» ل» ؛ ولا شك أن القارئ ملم بهذه المفاهيم من خلال دراسته 
السابقة . 


التحويلات الخطية» المصغوفات والأشكال القانونية Yo\‏ 


أمثلة محلولة 
١‏ - في حالة المصفوفات من النوع 3 × 3 على حقل الأعداد المركبة» أثبت أنه يمكن 
استنتاج الشكل JCF‏ فورا إذا عرفنا minA‏ و -chA‏ 
في حالة المصفوفات من النوع 3 × 3. إن معرفة سعة كل قطاع من النوع 
A‏ وسعة القطاع الابتدائي الأكبر تكفي لتعيين الشكل JCF‏ وبالاستناد إلى نتيجة 
المأخوذة »)717/-١١(‏ فإنه يمكن استنتاج هذه المعلومات من chA‏ و „min A‏ 
نستطيع أن نحسب chA‏ مباشرة ثم نعين mind‏ عن طريق اختبار كثيرات الحدود 
التي تحقق ما يلي : 
g(TA-\\)chAg (i)‏ 
(ii)‏ تقبل القسمة على العوامل الخطية المختلفة J‏ ۲4 (۲۹-۱۱). 
لیکن (2 - chA = (x-A Nx -A NX‏ نعتبر ثلاث إمكانيات مختلفة 
ونضع في قائمة الأشكال 707 في كل حالة . 


الحالة الأولى: جميع القيم Ayy Ay‏ ,, مختلفة . 


A 0 0 
min A = (x -2,) (x-å2) (x-24) —>]0 يه‎ 0 
0 0 A; 


chA = (x-A,)(x-A,) Ob عندئذء‎ . 4A, = A, الثانية:‎ DE! 


وتوجد إمكانيتان: 
© 8 ين 
0 يه 0 |>— minA=(x-4;) (x-4)‏ 
لك 0 0 
0 0 4 


minA =(x-A,) -iy مح‎ 0 A 0 
02 1 & 


YoY‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


الحالة الفالشة: A, = 2, = A,‏ عندئذء فإن chA = (x- AF‏ فى هذه الحالة توجد 
ثلاثة اختيارات min A JiS‏ وکل اختيار يؤدي إلى شكل JCF‏ مختلف . 


A, 0 0 
min A =x -A| —>|]0 4, 0 
0 0 A, 
A, 0 0 
min A = (x — 10ج “ب‎ A, 0 
0 1 à 
A, 0 0 
min A = (x - 2) 1او‎ A, 0 
0 1 à 
للمصفوفة‎ JCF الآن» نحسب الشكل‎ 

0 1 0 

A=|-1 2 0 

-1 0 2 


x -i 0 
chA =det |1 x-2 0 
1 0 x-2 


=x (x— 2)? + (x—2) =(x-2)@- 1) 


(إن تحليل كثيرات الحدود المميزة إلى عوامل ليس دائما بهذه السهولة). إذن» إننا 
في WII‏ عن طريق الحساب المباشرء نجد أن 0 (A-21,)(A-1,)‏ 
وبالتالي فإن”(1 -)(2 - .mind = (x‏ إذن الشكل JCF‏ 


التحويلات الخطية؛ المصفوفات والأشكال القانونية YoY‏ 
0 2 
1 0 
1 0 


O ©‏ عم 


۲ - لتكن 4 مصفوفة مربعة على C‏ وافرض أن : 
oly chA = (x + 1)( + 2)(x- 2)!‏ }2 -ع)(2 + min A = (x + 1)(x‏ 
اكتب جميع إمكانيات الأشكال 017/ للمصفوفة A‏ واكتب مع كل شكل بمكن 
الشكل القانوني النسبي » والشكل القانوني النسبي الأولي . (غالبا ما نتكلم عن 
JCF t JSE‏ لمصفوفة بالرغم من أن هذا ليس صحيحا فعليا؛ أي أن هذا الكلام 
ليس دقيقا) . 
في أثناء ا لحل » ستستخدم الحقيقتين التاليتين : G)‏ إن القوة التي تظهر 
بها (2 (x‏ في ۸4ء هي سعة القطاع من النوع ۸ في الشكل 707 للمصفوفة 
(ii) + 4‏ إن القوة التي تظهر بها (2 - :) في 1217/1 هي سعة أكبر قطاع ابتدائي 
من النوع 2 في الشكل JCF‏ 
إذن» في الشكل JCF‏ للمصفوفة المعطاة 4.. تكون سعة القطاع الذي 
من النوع 1- هي 64x4‏ وهو يحتوي على قطاع جورداني ابتدائي سعته 3 ×3 . 
إذن» يجب أن يكون المجموع القطري لمصفوفة جوردانية ابتدائية سعتها 1 × 1» 
ومصفوفة جوردانية ابتدائية سعتها 3 × 3؛ أي يجب أن يكون 
0 0 1- 
0 1- 1| ®]1-[ 
si‏ £ 6 


بالمخل» إن القطاع الذي من النوع 2-هو ]2-[ © ]2-[ © [2-]. وسعة القطاع 
الذي من النوع 2 هي 4 “4. وهو يحتوي على قطاع ابتدائي سعته 2 × 2. توجد 


: إمكانيتان‎ 
2 0 5 2 Q 
1 2 l 2 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


ple 21e | 3] د‎ 


وهذا يعطي إمكانيتين للشكل 7617 للمصفوفة ۸» ونحصل عليهما عن 
طريق تكوين المجموع القطري للقطاع الذي من النوع 1- والقطاع الذي من 
النوع 2-. وقطاع من القطاعات التي من النوع 2. ونتجاهل الإمكانية التافهة 
لتبديل هذه القطاعات على القطر. 

ليكن ۷ فضاء متجها بُعده 11 على ). نختار VILL‏ وليكن :© 
تحويلا خطيا VI‏ بحيث تكون مصفوفته بالنسبة إلى هذا الأساس 4. عندئذ 
نجعل ۷ حلقية على KE]‏ بواسطة 0 بالطريقة المعتادة. ويقابل كل قطاع جورداني 
ابتدائي من النوع À‏ سعته ۲ rX‏ مركبة أولية دوروية من النوع A)‏ - :«) مرتبتها 
(x - AY‏ (فضاء جزئيا بُعده ”) في تفريق ل ۷ كمجوع مباشر لحلقيات جزئية 
دوروية أولية . إذن» تكون اللامتغيرات الأولية ل ۷ في ا حالتين هي : 
الحالة الأولى : (x-2)‏ ,)4-2( ,2 + عد ,2 (+l, (e + Ix + 2, x+‏ 
الحالة الثانية : (v-2)?}‏ ,2-×,2-×,2 + عد ,2 + 2,x‏ +عر,1(3 {x+1,(x+‏ 
عندئذ» نحصل على لامتغيرات الفتل بنفس الطريقة المتبعة في المثال المحلول 
في نهاية البند الثالث من الفصل العاشر ؛ ونحصل على لامتغير الفتل الأعلى 
كما يلي : لكل كثيرة حدود أولية )2 - (x‏ نختار القوة العليا التي تظهر بها بمثابة 
لامتغير أولي» ثم نكون حاصل ضرب هذه القوى» وهلم جرا. إذنء تكون 
متتاليات لامتغيرات الفتل هي : 
الخالة الأولى : 2(2 DE + 2)) -2(*, Cr+ IO +a-‏ جنم ,2 + × 
(أي 8 + ×20 + 102 + 7*9 — تر + کد ,8 + (x + 2, xt- x 6X + 4x‏ 
الحالة الثانية : )2-2 +( (x + 2)(x—2), (x + I(x + 2)(x—2), ) + 1P‏ 
(أي 8 + Txt 98 + 102 + 20x‏ — کر + قر ,40-4 G2 - 4,8 +X-‏ 

إن الشكل القانوني النسبي الأولي» هو المجموع القطري للمصفوفات 
الرفيقة للامتغيرات الأولية (من مرتبة مناسبة)» والشكل القانوني النسبي هو 


Yo? 


التحويلات الخطية: المصفوفات والأشكال القانونية Yoo‏ 


المجموع القطري للمصفوفات الرفيقة للامتغيرات الفتل » وفي هذه الحالة تكون 

المرتبة معينة بشكل وحيد . إذن» نحصل على الأشكال القانونية التالية : 

الحالةالأولى : إن الشكل النسبي الأولي هو 

0 oes 0 -4 0 4ه‎ 

[-1]® |1 0 3 e [2] و‎ 21e [م]‎ © |; lef | 
0 1 


4 1 g 
3 

وإن الشكل النسبي هو 
8ه 00000 
20- 00 100 8- 000 
0ك الا 8 8 jg 1 9 9 tt‏ 
9 0 0 1 0 0 6 0 1 0 
Í 00010 7‏ 1 0 0 
1- 00001 
الحالة الثانية : نترك هذه الحالة كتمرين للقارئ . 

تمارين على الفصل الحادي عشر 


أوجد مصفوفتين من النوع 4 × 4 على ) بحيث يكون لهما نفس كثيرة الحدود 
المميزة ونفس كثيرة الحدود الأصغرية ولكنهما غير متشابهتين . 

ch A =(x+1)° (x-2) )يحي‎ eit eA تسكن‎ 
وفي كل‎ A JEKJIJCF اكتب جميع أشكال‎ -minA = (x + 1)°(x—2)? 5 
حالة اكتب الشكل القانوني النسبي المقابل والشكل القانوني النسبي الأولي‎ 
TAR Me G4 ate اقح تس‎ EA 
minA = (x + 1)(x - 1)(x + 2) s 

أوجد الأشكال القانونية المختلفة (على (C‏ للمصفوفة 


ا 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


A 5‏ 1 00 
)0 |6 4- و | :م 1 
3 2 1 01 

i 2A 6 200 0 

1 © 34 120 3 

441 0"* soa o| 

1 #8 1 8 002 2 


(لاحظ أنه یکن بالتأكيد حل )١(‏ و (ب) بالطرق التى سبق أن طورناهاء ولاحظ 
أنه وك بخل )2 9 )0( Up BY‏ لصتو كن اة 

لتكن 4 مصفوفة من النوع Xr‏ ” على × ولتكن chA‏ = ؟. أثبت أن f‏ واحدية 
وأن (‘det‏ = (0)/ . استنتج أن مصفوفة رفيقة Cg)‏ تكون قابلة للانعكاس 
إذا وفقط إذا كان „ag‏ 

لتكن A‏ مصفوفة مربعة على ©. أثبت أن 4 تكون مشابهة لمصفوفة قطرية إذا 
وفقط إذا كانت لا توجد جذور مكررة ل "1٣۸‏ . 

ليكن ۷ فضاء متجها منتهي البعد على © وليكن » تحويلا خطيا VI‏ وافرض 
آوچ E D‏ 1= » حيث 1هو التحويل الخطى المحايد VI‏ . أثبت 
أنه يوجد أساس Vv‏ بحيث VOE‏ ,)1100 قطرية (استخدم التمرين الخامس) . 
اكتب بالتفصيل جميع الأشكال القانونية النسبية الممكنة للمصفوفات من النوع 
2 وللمصفوفات من النوع 3 × 3 على الحقل ,2. أثبت أن عدد فصول 
التشابه في MAL)‏ هو 6 وأن عدد فصول التشابه في (,14,)7 هو 14 ؛ 
وبالاستناد إلى ملاحظة الفصول التي تقابل المصفوفات القابلة للانعكاس» أثبت 
أن الزمرة GLL)‏ المؤلفة من العناصر القابلة للانعكاس في ML)‏ يكون 
لها ثلاثة فصول ترافق » وأنه يكون للزمرة GL)‏ ستة فصول ترافق . افعل 
نفس الشيء للمصفوفات التي من النوع 2 × 2 على ,1 . 


You 


۸ - استخدم الأشكال القانونية النسبية لتثبت أنه ل4 ,3 ,2 = + على الترتيب» op‏ 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية Yov‏ 


عدد فصول التشابه في (,1) 2p+p +p eM‏ + م ,تور +P, p + p+‏ دروإن 
عدد فصول الترافق في GLL)‏ هو )1 - pp?‏ ,)1 ”)م ote p).p?—1,‏ 
أولي). 
لتكن A‏ مصفوفة مربعة على . أثبت أن A‏ مشابهة لمصفوفة جوردانية على K‏ 
إذا وفقط إذا كانت جميع عوامل 101044 غير القابلة للتحليل في Kla]‏ خطية . 
صف المصفوفات التي من النوع 2 × 2 على C‏ وتحتوي فصول Gels‏ على 
عنصر واحد. عمم إجابتك . 
لیکن >M (K)‏ 007 : 6 تاثل الحلقات الذي نحصل عليه عن طريق 
ی ييه ل رس Ai A‏ 
السابع o‏ لبك ت أن التعريف التالي للتشابه في End, V‏ لا يعتمد على اختيار 8 
a, a € End,V‏ متشابهان (similar)‏ إذا وفقط إذا كانت Oa)‏ و Wa)‏ 
متشابهتین . تحقق من الادعاءات الموجودة في الملاحظة الثالثة التي 3 تسق المبرهنة 
)14-11( مباشرة. 
في Lx]‏ أثيت of‏ 1= تهرك 1 œ-‏ . ليكن ۷ فضاء متجها منتهي البعد على 
,1ء وليكن © تحويلا خطيا ل ۷» وافرض أن1 = gail cul a?‏ جد أساس V‏ 
VI‏ بحيث تكون V)‏ ,)11 مصفوفة جوردانية . اكتب جميع الإمكانيات لهذه 
المصفوفة فى الحالة التى يكون فيها 3 = -dimV‏ 
ماذا تستطيع أن تقول عندما يكون ۷ فضاء على ,7 (معدد أولي في 7) 
Sari,‏ 
لیکن » تحويلا خطيا VI‏ وانظر إلى ۷ كحلقية على Kix]‏ بواسطة © . افرض 
أن pe‏ ... ارد cha‏ حيث P,= PQ)‏ كثيرات حدود أولية واحدية مختلفة 
في [:1]3 . لیکن [Ep‏ = ره . استخدم )1١-4(‏ لتثبت أنه إذا OLS‏ 
j*i‏ 
{v,, ..., V}‏ أساسا ل ۷ فإن العناصر (7 ,... ,1 = ز: (4,)0()۷) تولد ,۷ حيث 
V,‏ مركبة أولية من التوع ,في ۷ . أثبت أيضاء أن "زيم )رم V; = ker‏ 


ت 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة » وليكن م عنصرا أوليا في ۸. لتكن M‏ حلقية فتل من 
S‏ 
النوع beds op‏ . افرض أن M=} Rx,‏ حيث مرتبة tay pi px‏ 
i=l‏ 
4ك ...ك St,‏ ,1« علاوة على ذلك افرض أنه من المعلوم أن 14 دوروية . أثبت 
أن .M = Rx‏ 
ليكن 0 تحويلا خطيا ۷ . أثبت أن © دوروي إذا وفقط إذا كان »© cha = min‏ 
في هذه الحالة» أثبت أن نتائج التمرينين ٠١‏ و ٠١‏ تعطينا طريقة لتعيين مولدات 
للمركبات الأولية في ۷» وبالتالى ( إذا كان € = (K‏ تعطينا طريقة لإيجاد 
أساس ۷ ل ۷ بحيث تكون (۷ M(Q,‏ مصفوفة جوردانية . 
Gb‏ هذه الطريقة على التحويل الخطي C‏ الذي تكون مصفوفته بالنسبة إلى 
الأساس المعتاد» })0,0,0,1( ,)0,0,1,0( ,)0,1,0,0( ,)1,0,0,0(€ ھی 


-2 0 0 0 
3 20 2 
A = 
0 02 0 
002 2 


وبالتالي أوجد مصفوفة × من النوع 4 ×4 قابلة للانعكاس على © بحيث تكون 
×4× شكلا قانونيا جوردانيا للمصفوفة 4. 


YOA 


=0 


A GD (لفمن‎ 


MASY ulus‏ القانونية 


هدفنا فى هذا الفصل إعطاء طريقة عملية لمعالجة المسألتين المتكافئتين التاليتين : 
als] (i)‏ اويل bobt‏ اء مف فأوجد المصفوفات القانونية المختلفة 
الممكنة cad‏ وأوجد أساسات ل ۷ بحيث تعطى هذه المصفوفات القانونية . 
(ii)‏ إذاكانت A‏ مصفوفة معطاة من النوع ۸ ٠×‏ على » فأوجد الأشكال القانونية 
المختلفة الممكنة AJ‏ وأوجد مصفوفات × قابلة للانعكاس من النوع MX n‏ 
على K‏ بحيث تأخذ 1-1416 هذه الأشكال القانونية . 
تتحول المسألة (ii)‏ إلى المسألة (1) إذا قمنا Le‏ يلي : نأخذ فضاء متجها بعده N‏ 
على cK‏ ونفرض أن © هو التحويل الخطي ل۷ الذي تكون مصفوفته بالنسبة إلى 
ll‏ معين 1 هی dbs A‏ كرن الصف رقات OSES AM‏ بالنسبة إلى الأساسات 
المختلفة 1 ۷ء هي المصفوفات المشابهة AS‏ وذلك ما شرحناه تكرارا . 


١‏ - الصياغة الحلقياتية 

نبدأ بدراسة المسألة (1) للمصفوفة القانونية النسبية ل0 . إذا نظرنا إلى ۷ كحلقية 

على KE]‏ بواسطة © - كما هو معتاد - فإن المسألة تتحول إلى مسألة ايجاد تفريق 

«لامتغير الفتل» 1 
V=V,@...@V, (1)‏ 


Yog 


Yue‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


di |٠٠١ |d; و‎ 4, © K[x] بحيث تكون كل ,۷ حلقية جزئية دوروية غير تافهة مر تبتها‎ VI 
-١1١( بالاستناد إلى النتيجة‎ . K]×[ حلقية على‎ V, وإيجاد مولد لكل ,۷ حيث نعتبر‎ 
بالنسبة إلى هذا‎ a | y, بحيث تكون مصفوفة‎ VS فإننا نستطيع تكوين أساس‎ CV) 
الأساس هي المصفوفة الرفيقة ل,4» ثم نقوم بتجميع هذه الأساسات لنحصل على‎ 
VJ الأساس المطلوب‎ 

لكي نرى الكيفية التي نحصل بها على التفريق (1)» فإننا نتذكر الطريقة التي 
أثبتنا بها وجود مثل هذا التفريق في الفصلين السابع والثامن. وفي هذه المرحلة قد 
يستفيد القارئ من مراجعة المثال الثالث المحلول في نهاية الفصل العاشر. ليكن 
( ,لا ,... ,40 = ۷ VILLI‏ كفضاء متجه . عندئذ» من المؤكد أن « يولد ۷ كحلقية 
على [×]۸. لتكن F‏ حلقية حرة على KEX]‏ أساسها f = {fp oo fp‏ (لاحظ Lil‏ 
نتداول OV‏ نوعين من الأساسات - أساسات الفضاءات المتجهة وأساسات الحلقيات 
ال حرة على (K[x]‏ عندئذ» يوجد تشاكل حلقیات ۷ ج F‏ :© على [×]۸ غامر ووحيد 
بحيث يرسل Sf‏ ,ل لكل ؛ >8 > 1 . لیکن k۵۲۴‏ = ۸» وليكن ۸ أساسا ل77 كحلقية 
على KA]‏ ولتكن A,‏ مصفوفة 7 بالنسبة إلى /. (نستخدم اللاحقة × للتأكيد على أن 
pole‏ ,4 هي كثيرات حدود في CKD]‏ دعنا نستبق الأمور قليلا بالجزم بأن رتبة ۸ 
هي 7. إن هذا يعني Ol‏ 4 مصفوفة ما من النوع 1 ×۲ بحيث تنتمي عناصر ,4 إلى Kix]‏ 
التي ليست حلقة تامة رئيسة فقط وإما هي حلقة إقليدية كذلك. إذن» باستخدام 
العمليات الصفية الابتدائية والعمليات العمودية الابتدائية » نستطيع أن نختزل ,4 إلى 
مصفوفة عوامل لامتغيرة (© ,... diag(c,,‏ حيث ce, ٤ Kix]‏ وحيث |e,‏ | (انظر 
البند الخامس في الفصل السابع) . عندئذ» نستطيع أن نجد مصفوفتين ×و ۲ من النوع 
٤‏ × قابلتين للانعكاس على Kix]‏ بحيث : 

X'A Y = diag(c,, ..., ¢) 


کیا مد ,زاك" اسای GIF‏ مسقوفت بالنسية إلى Kaf‏ 
عندئذ» fafi, .... ٠,۴١ [ OB‏ أساس ل ۷- في الحقيقة» إنه أساس ۷ الذي مصفوفته 
بالنسبة إلى هي 7 (انظر البند الثالث في الفصل السابع) . إذن» إن ۴/۸ هي المجموع 


حساب الأشكال القانونية YUN‏ 


المباشر للحلقيات الجزئية الدوروية المولدة بالعناصر FLAN, ..., SPAN‏ وإن 
Gil‏ هل العتاصر هى 6..... Oy,‏ على الثرتيب»: عتتقذ» بالاسكتاة إلى الرميم 
التخطيطى المعتاد (انظر برهان (۲-۸)) 


1 


5 


F 


FIN 
فإننا نجد أن ۷ هي المجموع المباشر للحلقيات الجزئية الدوروية المولدة‎ e حيث /ا تماثل‎ 
من الممكن‎ -Cp .... ©, وأن مراتب هذه العناصر هي‎ Effi) .... (fy) بالعناصر‎ 


لبعض الحلقيات الموجودة في البداية أن يساوي الصفر ؛ وبالتالي فإن الحلقيات المتبقية 
تعطينا التفريق «اللامتغير الفتل» المطلوب VS‏ 

من أجل أن نحول هذا إلى برنامج عملي » فإنه يجب علينا أن نعرف كيف نجد 
nai. fly .... 7‏ المصفوفة × هذه العناصرء وتعتمد لا على ,4 التي هي مصفوفة / 
بالنسبة إلى /. إذنء لكي نبدأء فإننا نحتاج إلى أن نجد أساسا ل N‏ التي هي نواة © . 


۲ - نواةع 
Y)‏ 1—1( مأخوذة 
نستخدم الترميز ا موجود في البند السابق . لتكن (۷ a) = MG,‏ = ۸ وضع 


1 

n = xfi- J aji F‏ لكل .i= 1,2, nst‏ عندئذ» فإن {np ..., Ħn}‏ = ۸ اساس 
j=l‏ 

.۴ بوجه خاص » إن )45 ااتساوي رتبة‎ N 


البرهان 
1 
نلاحظ أولا أن شکل gi‏ عنصر EF‏ هو f=) gil)‏ حيث 


i=l 


g(x) E KE]‏ وأن تأثير £ في مثل هذا العنصر يعطى بواسطة 


YAY‏ تطبيقات على الز زمر والمصفوفات 


aXe Nf) = Eg xv, = Eg (Wv) 
N كل ,۸ ينتمى إلى‎ 603) .A = MCa, v) OY en) = av) - Zav, = 0 إذن‎ 
هي الحلقية ا جزئية‎ N* من أجل ذلك نفرض أن‎ N الآن» سقبت أن :يولك‎ 


1 
عندئذ. إن‎ . N*= Y K[xpy, أي‎ en المولدة بالأساس‎ 
i=! 


N* CN (2) 
t 

لتكن ۷ هي مجموعة العناصر التي تنتمي إلى F‏ ومن الشكل Dc Si‏ حيث 
i=l‏ 


n* + Eef, تتكون من جميع العناصر‎ F* إذن‎ .۴* = N* + W ولتكن‎ ec, € K 
tall ی ی ر و‎ a: c ع‎ Kyn* € N* حيث‎ 
ته تنتمي إلى ۸. ندعي أنها حلقية جزئية من‎ pM بالسک یات‎ pal مقلقة بالسبة ]إلى‎ 
وبالتالي فإن‎ xf, = n, + Baf في الحقيقة» إن‎ .۴ 
x(n* + Zc f) = (xn* + Zen) + Lac Ff, 1 
ينتمي إلى *۴. إذن *۴ > *۴×. عندئذ» يستطيع القارئ بسهولة أن يستخدم الاستقراء‎ 
by + bx + ... + bp ع‎ K[x] الرياضي ليثبت أن ٭۴ ے *#اند لكل 1 < 1 . إذنء إذا كان‎ 
ob f e F* وكان‎ 

(by + دير رم‎ ... + OX) f = bf +b af) +... +b (f) € F* 

وبالتالی F* Ob‏ حلقية جزئية . با أن F*‏ تحتوي على F* = FOB fpo f‏ 
oY‏ لیکن #عتصرا اختياريا فى N‏ عندثئذء يما أن *م € اقإن 
polduan*+ f,‏ مناسية )1 € EN* 5c‏ *. إذن باستخدام )2( نحصل 
على au) = an*) + Ec El) = Zev,‏ = 0. ولكن العناصر ,۷ مستقلة خطيا فى V‏ 

cael aS N= N* 33) . u=n* e N* Ob. وبالتالي‎ sist لكل‎ ٠, = 003] 

من أجل أن نتم البرهان» يجب أن نثبت نغبت Of‏ مستقلة خطيا . ويمكن استنتاج 

ذلك من AR‏ التي مقنادها آنا Tle FUN‏ فل + > كما يكن إثبات ذلك مباشرة كما 
يلي : افرض أن 0 = .Eh(x)n,‏ عندئذء بالتعويض عن العناصر pawn,‏ على : 


yw حساب الأشكال القانونية‎ 
0 =F h(x) 6 -Daj 2 
i J 


= Leaf = Yai h(x) fj 


= F|- Yaj noh 
i j 


جا أن العناصر f,‏ مستقلة خطيا فإن كل معامل في هذه العلاقة يجب أن ينعدم . الآن» 
من أجل الحصول على تناقض » نفرض أنه ليس صحيحا أن جميع العناصر ,۸ تساوي 
الصفرء ونختار ,۸ بحيث تكون درجة h,‏ أعظمية . لتكن هذه الدرجة الأعظمية هي 
1. إذن 0 < 1ء وبالتالى فإن درجة exh (a)‏ 1 + 1ء بينما درجة Sag; hj(x)‏ أقل 
i‏ 
من أو تساوي 1. إذن» إن معامل,/ لا يمكن أن يكون صفرا وهذا هو التناقض الذي 


)5-1١(‏ نتيجة 


a,‏ 042- زرك عدر 
—a} > d22 ~Ar = x1 A‏ 
r 5 5 = p~‏ 
ay =á X— an‏ 


البرهان 
من التعريف نحصل على 
اك شاك -& + A, f,-‏ ست n = — af‏ 
)5-١(‏ نتيجة 


إن لامتغيرات الفتل ل 17هي العوامل اللامتغيرة غير الثابتة ل ۸- xl,‏ 


YUE‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


البرههان 
نحصل على هذه النتيجة بالاستناد إلى ,)7-1١1(‏ وإلى الدراسة الموجودة فى 
اليل pdt‏ 


۳ - الشكل القانوني النسبي 

الآنء يوجد لدينا طريقة لإيجاد المصفوفة القانونية النسبية لتحويل خطي (أو 
الشكل القانوني النسبي لمصفوفة)» ولكي نوضح الأمور» فإننا سنعطي مثالا عدديا . 
ولكننا نلاحظ أولا ما يلي: من أجل أن نحصل على أساس VI‏ بحيث يحول هذا 
الأساس ISLS‏ داخليا إلى الشكل القانوني» فإننا نحتاج فقط إلى معرفة المصفوفة × 
ولا نحتاج إلى معرفة المصفوفة Y‏ (نستخدم ترميز البند الأول). إذن» عندما نختزل 
GB cxl, -A‏ نحتاج إلى تسجيل العمليات الصفية المستخدمة ليس إلاء ولا نحتاج 
إلى تدوين العمليات التي أجريت على الأعمدة. بالرغم من ذلك فإنناء في المثال 
التالي » سوف نسجل العمليات الصفية والعمليات العمودية من أجل مساعدة القارئ 
على oia‏ الفسانات. 


مثال محلول 
لیکن ۷ فضاء بعده4 على Q‏ وليكن Vy Vy}‏ رولا ۷) = VILL 1١‏ لیکن » 
تحويلا خطيا ل ۷ بحيث تكون مصفوفته بالنسبة إلى ۷ هي 


2 0 0 0 
-l 100 
Sig 4% کے‎ 
1 112 


أوجد أساسا»؛ VS‏ بحيث تكون U)‏ ,1)0 المصفوفة القانونية النسبية OS‏ أوجد مصفوفة 
1 من النوع 4 × 4 قابلة للانعكاس على À‏ بحيث تكون 47 "7 الشكل القانوني 
ام AS‏ 


حساب الأشكال القانونية 10 


أولاء لتكن ۴ حلقية حرة على []0) أساسها {fp fy fy Fa)‏ = /وليكن ع 
تشاكل الحلقيات على Q]‏ الغامر الذي يرسل ,/ إلى ,لا لكل 4 > : > 1 . عندئذ» 
بالاستناد إلى (۲-۱۲)» فإنه يوجد أساس kere=NI‏ بحيث تكون مصفوفته بالنسبة 
إلى tah‏ 


=] =] =1 x-2 


تكون الخطوة الأولى هي اختزال هذه المصفوفة على [:]2) إلى مصفوفة عوامل 
لامتغيرة . سوف نستخدم الترميز المقدم في البند الثامن من الفصل السابع للعمليات 
الصفية الابتدائية وللعمليات العمودية CASEY‏ وفي كل مرحلة من مراحل الاختزال 
سوف ندون متتالية العمليات التي تؤثر في تلك المرحلة . 


: إن الاختزال يتم كما يلي‎ 
x-2 0 0 0 
1 x-1 0 0 
0 1 x 1 — 
-1 -] -1 x-2 
R — R, 1 0 0 0 
R, — (x-2)R,| |° -(x-I)(x-2) 0 0 
Ry + R 0 1 x 1 
Cı ¬ (x-1)G 0 x-2 -1 x-2 


الآنء نجري العمليات على المصفوفة الجزئية السفلى اليمنى التي من النوع 3X3‏ 
ولكننا نرقم صفوفها وأعمدتها كما في المصفوفة الأصلية » ونحصل على : 


كف تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


-(x-1)(x-2) 0 0 


1 x 1 وی‎ 
22-2 -] x-2 
R 4R; 1 x 1 
R; +(x—-1Xx-2)R} |0 x(x-1)(x-2) (x-1Xx-2)| —> 
R4 —(x —2)R> 0 -l- x(x = 2) 0 
1 
C3 - xC 9 9 
C am 0 x(x—1)(x-2) (x-1)(x-2) 
A ee y 0 


OL نجري العمليات على المصفوفة الجزئية المتبقية التي من النوع 2 2% وذلك‎ OYI 
نحضر عنصرا من الدرجة الصغرى إلى الموقع القائد.‎ 


(x-1)(x-2) x(x-1)(x- 01 


Cee | 0 -(x-1}‏ وح 


(x -1)(x-2) 0‏ سوه 
Int, 0 (x-1)‏ 


بالرغم من أن هذه مصفوفة قطرية » إلا أن شرط القسمة غير متحقق . إذن نكمل كما gh‏ 


R + R4 E 
—3&-G ١ x-1 (x-1)\(x ý _ 


nig 
COC, (x-1) 0 
e-6 o 
— > R,- (x-1)R, | _ | 
-1xC, 0 )x×-1( )x*-2( 


وبالتالی فإننا تكون قد اختزلنا -A‏ ,1× إلى ((2-+)*(1-) ,)1 ediag(1, 1, (x—‏ 
ومن هنا نجد لامتغيرات الفتل VI‏ . وإذا طبقنا متتالية العمليات الصفية ومتتالية العمليات 


حساب الأشكال القانونية TAY‏ 


العمودية على ,1 على الترتيب» فإننا نحصل على مصفوفتين لا و ۲ من النوع 4 AX‏ 
قابلتين للانعكاس على Ola]‏ بحيث 
)1-2 ده ,1 X-(x1,-A)Y = diag(1, 1, x-‏ 
إذا كان Fas Fa Fa}‏ ,1/1 هو أساس ۴# الذي تكون مصفوفته بالنسبة إلى f‏ هي 
X‏ فإن [2(/5 - )1(2- *) ,1(/5- *) ۶2 ffi,‏ يكون اساسا ۸ وینتج FINS‏ 
هي المجموع المباشر AAL‏ جزئية دوروية مرتبتها )1 (x=‏ مولدة بالعنصر 15+21 
وحاقية جزئية أخرى (x- ODay‏ مولدة بالعنضر SAN‏ 
إذن» إن (2-)1(2 (x‏ ,1 × هي لامتغيرات الفتل FINS‏ = ۷ وبالتالي Ob‏ 
المصفوفة القانونية النسبية PAS‏ 
0 0 
C(x-1)@ C((x-1)°(x-2)) = ae‏ 
قت 0 i‏ 
1 


0 
0 
1 
0 4 


oda O m 


ونسمي هذه المصفوفة ۸. حتى الآن» لم نكن بحاجة إلى معرفة المصفوفة X‏ ولكننا 
سنحتاج إلى حساب × لإيجاد أساس VI‏ بحيث تكون مصفوفة © بالنسبة إلى هذا 
الأساس هي ۸. نذكر بأن تطبيق متتالية العمليات الصفية المستخدمة أعلاه على ,1 
يعطينا XT‏ وبالتالي فإن تطبيق معكوسات هذه العمليات بالترتيب العكسي على Li‏ 
يعطينا × (انظر المثال الثالث المحلول في نهاية الفصل العاشر). إذن» إن متتالية 
العمليات التي يجب أن نطبقها هي 
2)R, R,- (x- 1)(x- DR,‏ دعن + R, + (x= DR, R,-R, R,‏ 
R,OR,,R,-R,,R, + (X-DR,R, OR,‏ 


وبعد تطبيق هذه العمليات نحصل على 


YIA‏ تطبيقات على الزمر والمصفوقات 


x-2 -(x-1)(x-2) -(x-2) -1 


1 0 0 0 
X — 

0 1 0 0 

-1 x—2 x-1 1 


إن العمودين الأخيرين في هذه المصفوفة يعطيان إحداثيات fy‏ و4 بالنسبة إلى f؛‏ 
وبالتالي Ob‏ 
ب( -ع) + ,/(2 -ع) f=-‏ 
fa=-fi+ fa‏ 
إذن V‏ هي المجموع المباشر لحلقية جزئية ,۷ دوروية مرتبتها )1 -*) مولدة بالعنصر 
(æ -1(v4) = v2 -73‏ +( ,«)(21 - يه)- = (f3)‏ © وحلقية جزئية ر۷ دوروية 


مرتبتها (2 -1(2)8 -*) مولدة بالعنصر ۷ + -=(۴4) © . بالاستناد إلى 
CV 2-91)‏ ف نة ير جد اساب ل hy Kis hes La‏ من pe‏ 
=v + Vy O-v, + v,), a(-v, + v,)‏ وبعد الحساب نجد أن هذا الأساس هو 
PU Vs FV áv + 3v,—2v,‏ لاك Vi‏ + 0= 

عندئذ» ينتج من eC N= N)‏ أن مصفوفة » بالنسبة إلى 

u= {vj -Vy =V + Vy — 2v +v ولاح‎ + vp — 4v + 3v,- 2v,} 
.۸ هى المصفوفة القانونية النسبية‎ (VI (الذي هو أساس‎ 

إن مضقوفة الأساس ف بالتسبة إلى الأساس الأصلي تخي 


p =) يونت‎ © 
1 0 1 3 

T = 
At @ 2 
0 1 1 0 


وبالتالي فإن ۸ = 747 . ويمكن التحقق من ذلك بواسطة الحساب . (من أجل تجنب 
حساب T!‏ تحقق من أن #0 detT‏ وأن AAT = TR‏ 


حساب الأشكال القانونية YTA‏ 


٤‏ - الأشكال النسبية الأولية والأشكال القانونية الجوردانية 

الآنء وبعد أن حصلنا على أساس VI‏ بحيث تكون مصفوفة » بالنسبة إلى هذا 
الأساس قانونية نسبية» فإننا نستطيع بسهولة أن نجد أساسات بحيث تكون مصفوفة © 
بالنسبة إلى هذه الأساسات قانونية نسبية أولية أو جوردانية. وكما ذكرنا سابقاء فإن 
إيجاد مثل هذه الأساسات يتطلب تفريق ۷ إلى مجموع مباشر لحلقيات جزئية دوروية 
أولية» وبالاستناد إلى »)١١-/(‏ فإنه يكن الحصول على مثل هذا التفريق فورا إذا 
عبرنا عن e V‏ بطريقة ماء كمجموع مباشر لحلقيات جزئية دوروية . عندئذ بالاستناد 
إلى (١١-١١)و »)٠٤١-١١(‏ فإننا نعرف كيف نختار أساسات فى المجمعات الدوروية 
الأوية بيش نل عل مات Ai gall JIKAN‏ فى كل ساق علينا أن 
تقوم بتجميع المجمعات المقابلة لعنصر أولي معطى »ثم نرتبها وفقا لنزايد البعد؛ بحيك 
تظهر القطاعات القطرية بالترتيب المناسب على القطر. 


Slee‏ محلول 

استخدم الترميز الموجود في المثال المحلول في البند السابق» وأوجد أساسات ل 
V‏ بحيث تكون مصفوفة © بالنسبة إلى هذه الأساسات (i)‏ مصفوفة قانونية نسبية أولية» 
(ii)‏ مصفوفة جوردانية . أوجد مصفوفتين U‏ و W‏ بحيث تكون UAU‏ شكلا قانونيا 
نسبيا أوليا AJ‏ وبحيث تكون AKS WIAW‏ جوردانيا AISLE gi‏ 

لقد حصلنا سابقا على لامتغيرات الفتل VI‏ وهى (1 -8) و )1-2 (v=‏ 
إن OV,‏ اناا یت V‏ درون Or 1) Yai‏ بر بالف إن يدب 
وحيث ,لا دورؤية مرتبتها (2 -:1(2)3 -*). مولدة بالعنصر ,۷ + wav‏ بالاستناد 
إلى .)١١-۸(‏ فإن ,۷ هي المجموع المباشر لحلقية دوروية ,ر۷ مرتبتها (WD)‏ مولدة 
بالعنصر :(2 (x‏ وحلقية دوروية V,,‏ مرتبتها )2 -2). مولدة بالعنصر (X= 1Pu‏ 
إذنء إن اللامتغيرات الأولية ل/1 هي (2 r= 1( , E- 1(* r=‏ إذن» فإن 


1 0 0 0 

0 0 -1 0 
P = 

CI F 5 

0 0 2 


YVe‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


هى مصفوفة قانونية نسبية أولية ل»» Oly‏ 


0 0 
1 0 
I 2 
0 0 


oo O = 
دم‎ © © © 


هى مصفوفة جوردانية قانونية ل . نلاحظ أنه يكن الحصول دائما على هذه المصفوفات 
إذا عرفنا لامتغيرات الفتل ل ۷. ونلاحظ أيضا أنه بالرغم من أن الشكل الجورداني 
القانوني غير متاح على O‏ عادة فإنه متاح في هذه الحالة لأن كل لامتغير أولي يظهر 


كقوة لكثيرة حدود خطية . 
من أجل الحصول على أساسات بحيث تكون مصفوفة 0 بالنسبة إلى هذه 
الأساسات من هذه الأشكال. فإننا نحسب ()(21 -») = 2)u‏ -) و 


t )»- 1)? = (a Iu)‏ وبإجراء الحساب نح صل على 
Y‏ وماس ر۷ = ملاو ولا = ر۷ + بساح راعلى الترتيب. إذن: فإن 
OV,‏ كييك Vi‏ = ۷ وإن هذه المركبات دوروية مراتبها x- l, (x- 1P, x-2‏ 
مولدة بالعناصر را w, U‏ على الترتيب . و بالاستناد إلى (١١-١١)ء‏ فإن: 

— انا + V,— Vy Vy — 2 V‏ — ولا {w, up alu), 4} = {V, — V4,‏ 
أساس ل ۷ بحيث يعطي مصفوفة قانونية نسبية أولية AJ‏ إن مصفوفة هذا الأساس 
بالنسبة إلى ۷ هي : 


0 0 0 =I 
i 4423 
Y= ly م 0 ب‎ 
6 ف‎ + -i 


وبالتالى فإن UAU‏ هى الشكل القانوني النسبي الأولي P‏ ؛ ويمكن أن نتأكد من ذلك 
Lily‏ 


حساب الأشكال القانونية YY\‏ 


بالاستنادإلى(١١5-1١)»2 u, (@- 1) (u), u} op‏ ,0 ؛ أي 
VF‏ — ,+ رقا و قاس ينا Vy Vy‏ رل Vay‏ — ,)61 أساس يعطي مصفوفة جوردانية ل 
© . إن مصفوفة هذا الأساس بالنسبة إلى ۷ هى 


0 0 Ọ -i 

1 + @ 1 
W = 

2 -[ I p 

ات 4 -= 0 


ويمكن للقارئ أن يتأكد بسهولة من أن WIAW‏ هي المصفوفة الجوردانية ل. 


تمارين على الفصل الثاني عشر 
١‏ - لكل من المصفوفات التالية eA‏ أوجد مصفوفات قابلة الانعكاس × بحيث تأخذ 
ما مختلف الأشكال القانونية ل A‏ (اعتبر أن الحقل هو © إذا كان ذلك 


ضروریا من أجل إيجاد الشكل (JCF‏ 


60 260 
rige 00 1 0 =1 2‏ 
)6|(1 4- 3 > (ب) (e1 0 -i‏ 0 002 
BB 8 0 1 1 2 @ 3|‏ 
۲ - أوجد الشكل 767 للمصفوفات التالية : 
= لوت ب © 6121 
1 1 1 3 5 4 50 
o o a”‏ * ?1° 2-30 
2 1 00 35 4 8د 5 


- أوجد الشكل القانوني النسبي» والشكل القانوني النسبي الأولي للمصفوفة 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


1 1 | 
0 0 0 
1+ 10 


على Z,‏ وأثبت أن هذه المصفوفة غير متشابهة مع مصفوفة جوردانية على 7 . 
لتكن 4 و 8 مصفوفتين من den xing gl‏ الحقل 6 . أثبت أن 4و 8 متشابهتان 
على K‏ إذا وفقط إذا كانت 4/- ,1× و 8 - ,1× متكافئتين على [×]۸ . 

لتكن ۷ حلقية على KE]‏ بواسطة التحويل الخطي » . بالاستناد إلى برهان 
(Y-9)‏ نقدم أدناه مخططا تمهيديا لطريقة يمكن استخدامها لتفريق ۷ كمجموع 
مباشر لحلقيات جزئية دوروية أولية: وبالتالي يمكن استخدامها للحصول على 
الال القاتونية ليه . fast‏ التفاصيل الناقصةش كل Gi pig‏ من douse‏ 
الطريقة . 


أوجد المركبات الأولية ل ۷ باستخدام طريقة التمرين الثالث عشر في 
الفصل الحادي عشر . إن هذا يختزل مسألتنا إلى الحالة التى تكون فيها 
l IV‏ 

الآنء افرض أن ۷ حلقية فتل من النوع م حيث PO‏ = م عنصر أولي في 
KDI‏ لتكن }0 fv,‏ أية مجموغة مولدة ل ۷ كحلقية على K[x]‏ 
(على سبيل المثال» يمكن أن نأخذ (VILLA‏ أوجد المرتبة "م لكل 
LY,‏ أعد الترقيم بحيث يكون ۸ < n,‏ لكل „i‏ 

لتكن ,۷ هي الحلقية الجزئية المولدة بالعنصر ,. إذا كانت درجة p”‏ 
هي (vi Powe,‏ 6071 ب va (vi)‏ = ر۷ أساس ل i22. V‏ 
احذف من المجموعة المولدة جميع العناصر ر« التي تنتمي إلى ۷. 
لكل 1 i>‏ أوجد أصغر ote‏ صحيح 0 > ,7 بحیت piv, EV,‏ 
احصل على العبارة "(×)زي = plx)” vi‏ وذلك عن طريق كتابة 


ود RT‏ عي جع 5 E‏ در m A g‏ 03001 5 
ply;‏ كت ركيب خطي من pols‏ ۷ . أثبت أن 4 | ce po!‏ وانه إذا كان 


(1) 


(2) 


(>) 


(>) 


VY 


— *§ 


—*o 


حساب الأشكال القانونية VY‏ 


gip" n‏ فإِن مرتبي Y‏ هي "م و 
د[ ] © Vi + K[xh; =v‏ . لاحظ .m, Sn, ol‏ 

(ه) الآنء نستطيع أن نفرض أن ;۸]×[۷ @ ۷ = V + K[xp‏ لكل ١‏ <1. 
الآن» أعد ترقيم ,۷ ,... ورلا بحيث تكون مرتبة را هي p™‏ حيث ,۸ 2 n‏ 
ل2 <:. لتكن رK]×[۷‏ <,۷ . 
تابع هذه الطريقة خطوة خطوة لكي تمدد المجموع OV,‏ ,۷ إلى BA‏ 
مباشر ل ۷ إلى مجمعات دوروية . 

استخدم الطريقة المعطاة في التمرين السابق لإيجاد مصوفة X‏ بحيث تكون 

46 في الشكل القانوني الجورداني حيث 


0 0 -l 
2: تك‎ 0 1 = 
1 U 2 


حاول أن تطبق هذه الطريقة على مصفوفات التمارين السابقة . 

لیکن © تشاكلا داخليا لفضاء متجه ۷ (ذي بعد مناسب (Cle‏ بحيث تكون 
MCA, V)‏ إحدى مصفوفات التمرين الأول» حيث ۷ أساس مال ۷. صف 
جميع المتجهات ۶0 ۷ بحيث av = Av‏ لعنصر ECL‏ 2. تسمى المتجهات 
التى من هذا النمط «متجهات ذاتية» aJ (eigenvectors)‏ . (إرشاد: يمكن 
tg‏ آن بون OV=A) 83 UL‏ 
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للمجاميع المباشرة ٠٠‏ 
القسمة الإقليدية YY‏ 
خوارزمية إقليدس ۸۳ 
خواص التحليل VZJ‏ 


دالة إقليدية VA‏ 
ضربية VY‏ 
كثيرة حدود Of‏ 
معيار VÝ‏ 

درجة كثيرة حدود 44 


جبر شامل yet‏ 
جبرية على حقل OA‏ 


جذور مميزة Yos‏ 


حقل مغلق جبريا ۲۳۸ 
حساب اللامتغيرات 7١6‏ 
حلقة إبدالية ١4‏ 
إقليدية VA‏ 
بمحايد VE‏ 
تامة ١5‏ 
رئيسة VA‏ 
تحليل وحيد VY‏ 
التحويلات الخطية 4 
التشاكلات الداخلية ١١‏ 
poke‏ ۷۲ 
جزئية V4‏ 
دوال كثيرات الخدود OV‏ 
فصول الرواسب ۲۹ 
كثيرات الحدود ٤٦‏ 
مصفوفات A‏ 
نويثرية ۸٩‏ 
حلقية أولية WA‏ 
بواسطة QV a‏ 
القسمة ١٠١6‏ 
جزئية ٩۷‏ 
دوروية ٠١7‏ 
حرة ١١94‏ 
دوروية ٠١۲‏ 


Yey ole 44 ll كشّاف‎ 


طول العنصر ٠١١‏ 


عامل مشترك أعلى ۸٤‏ 
علاقات ۲۱۳ 
عمليات صفية ١٤١‏ 
ابتدائية ١٤١‏ 
على المزكبات )£ 
عمودية VEV‏ 
ايتدائية ١ EV‏ 
نقطية 4 
عملية أحادية ٣‏ 
ثانوية ٠١١‏ 
عنصر Éo‏ ۸۱ 
دوري ۱۱۷ 
سه 1م 
عدي الفتل ١١0‏ 
فتل ۱۱١‏ 
محايد ٤‏ 
iiaa‏ 
وجذة W‏ 
عوامل لامتغيرة لحلقية We‏ 
لمصفوفة ٠٠١١‏ 


غير قابلة للتحليل ۷١‏ 


١١۷ فى زمرة‎ pas 
١١١ غير منتهية‎ 


رسم تخطيطي إبدالي (تبادلي) ۲۹ 


شبه زمرة ؟ 
شرط السلسلة التصاعدية ۸٩‏ 
شكل جوردان القانوني 57 ١‏ 


قانوني نسبي YEY‏ 


Pra‏ الحلقات» الحلقيات والجبر الخطي 


٠١١ الفتل‎ 


مبرهنات PLII‏ للحلقات ۲۹ 
للحلقيات ٠١6‏ 
مبرهنة الباقى oY‏ 
التفريق ٠١١‏ 
جاوس AK‏ 
الجبر الأساسية ۲۳۸ 
VUE andy‏ 
كيلي - هاملتون ۲۵۰ 
متتالية عوامل لامتغيرة ٠١١‏ 
لامتغيرات الفتل ٠١١‏ 


ترتيب لحلقية دوروية ٠۲١‏ 
لعنصر ١١5‏ 
رئيسئ VA‏ 
Vaal Sesame‏ 
قير dines‏ ا ۱ 
Ls as yo‏ 18 
VITLE ais‏ 
مولدة ۱١۱۸‏ 
مجموع قطري لمصفوفات ۲۲۸ 
اشر jt‏ 27 
دأخلى ٤۴‏ 
لتحويلات خطية ۲۲۷ 
لحلقات ٤١‏ 


فصل تطابق قياس Vin‏ 
راسب قياس Tn‏ 
فضاء جزئی لامتغير 94 
TWA pete‏ 

فيض الفروض ١58‏ 


W قاسم‎ 


Yee إبتدائی‎ 

VE تلصفر‎ 

مشترك أعظم ۸٤‏ 
قانون الاختصار Vo‏ 

٤ تجميعى‎ 

متوازي الأضلاع ١‏ 


YY قطاع‎ 


قيمة ذاتية Yor‏ 
كثيرة حدود ثابتة ٤٩‏ 
كثيرة حدود أصغرية 
لتحويل خطي ۲۳۲ 
لمصفوفة YEN‏ 
مميزة ۲٤١۷‏ 
واحدية ۲۲۹ 


لامتغيرات أولية ۲۰۷ 


كشاف الموضوعات Yeg‏ 


۹٩ الحلقية‎ 
14 جزئية‎ 
7١١ لزمرة إبدالية‎ 
Yo Ju 
٠١7 نهائيا‎ y 


وحدانية التحليل W‏ 
التفريق ٠١١۹‏ 


لحلقيات ٠١١‏ 
مزياع Vs‏ 
مرباعان مترافقان ٠١‏ 
مرتبة تحويل خطي دوروي ۲۳۱ 
حلقية دوروية VT‏ 
عنصر فى حلقية 156 
“VAS y‏ 
أولية ٠۷۸‏ 
مسلّمة الاختيار ۸١‏ 
مصغر ٠١۴‏ 
من ٠١١ ig sll‏ 
مصفوفات متشابهة 5 77 
متكافئة ١55‏ 
مصفوفة جزئية ١97‏ 
جوردان القانونية ۲٤٦‏ 
جوردانية YET‏ 
ابتدائية من النوع 2 Yer‏ 
من النوع YEVA‏ 
رفيقة ۲۳۷ 
علاقات ۲1۸ 
العوامل اللامتغيرة ٠١٠١‏ 
غير شاذة ۱۴۳۷ 
قابلة للانعكاس ۱۳۷ 


yey aia 
4 الوحدة (محايدة)‎ 
١١4 مولدات حرة‎ 
Yo at 
YO جزئية‎ 


الدكتور يوسف بن عبد الله تركي الخميس 


أستاذ في قسم الرياضيات بكلية 
العلوم. جامعة الملك سعود . حصل على 
درجة الدكتوراة في علم الرياضيات من جامعة 
ردنج ببريطانيا عام ۷ھ(۱۹۷۷م). عمل 
رئيسا لقسم الرياضيات ثم وكيلا لكلية 
الدراسات العليا وأعيرت خدماته بعد ذلك 
لوزارة المالية والاقتصاد الوطنى حيث تولى 
مسئولية نائب مدير عام مصلحة الإحصاءات 
العامة . كماعمل مستشارالمصلحة 
الإحصاءات العامه أثناء التعداد العام للسكان 
والمساكن » وعمل مستشارا لمكتب التربية 
العربي لدول الخليج . 

قام بنشر عدة أبحاث في نظرية الحلقات 
وفي نظرية المجموعات المشوشة . شارك في 
تأليف وترجمة عدة كتب ومراجع لمراحل 
دراسية مختلفة . اختير عضو هيئة تحرير 
ومحكما لعدة مجلات علميه متخصصة › كما 
عمل مديرا لتحرير مجلة الخليج العربي 
للبحوث العلمية لمدة ثلاث سنوات . 


الدكتور أحمد بن حميد أحمد شراري 


أستاذ مشارك في قسم الرياضيات بكلية 
العلوم » جامعة الملك سعود . حصل على 
درجة الدكتوراة في علم الرياضيات من جامعة 
الشرق الأوسط للتقنية في أنقرة بتركيا عام 
۲ه (۱۹۸۲م) حيث عمل محاضرا. 
عمل في عدة لجان في القسم والكلية . 

قام بنشرعدة أبحاث في نظرية 
المجموعات المرتبة وفي نظرية الرسومات كما 
شارك في تأليف كتاب عن الرياضيات المتقطعة 
وترجمة بعض المراجع العلمية في علم 
الرياضيات . 


